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Предисловие

Уже первооткрывателями теории квазиконформных отображений –
М.А. Лаврентьевым и Г. Гречем – превосходно понимались наитеснейшие
связи теории с нелинейными эллиптическими уравнениями в частных
производных. Вообще говоря, и сама теория квазиконформных отобра-
жений возникла как ответ на вызовы механики жидкости и газа, фор-
мулирующей все новые и новые задачи, аппелирующие ко все более эк-
зотичным нелинейным уравнениям и системам (М.А. Лаврентьев [59],
М.А. Лаврентьев и Б.В. Шабат [60, глава III], Л. Берс [127, глава II],
И.Н. Векуа [21, глава шестая], В.Н. Монахов [90, глава V], Ю.В. Шере-
тов [116, глава 4] и др.).

В двумерном случае взаимосвязи между квазиконформными отобра-
жениями и уравнениями к настоящему времени, в целом, понятны. Вме-
сте с тем, в случае Rn, n ≥ 3, вплоть до сегодняшнего времени имеет-
ся определенная лакуна в информации относительно квазиконформных
отображений f = (f1, f2, . . . , fn) : D ⊂ Rn → Rn и решений квазилиней-
ных уравнений, описывающих компоненты fi, (i = 1, 2, . . . , n) вектор-
функции f . К примеру, почти ничего не известно о системах диффе-
ренциальных уравнений для нескольких компонент (f1, f2, . . . , fk), 1 <
k < n, вектор-функции, осуществляющей квазиконформное отображе-
ние. Необходимость в информации, заполняющей данную лакуну, давно
ощущается в сообществе специалистов, изучающих квазиконформные
отображения. Частичное решение этой проблемы дано в монографиях
А.П. Копылова [56, глава 3], Т. Иванца и Г. Мартина [183, глава 16],
Ю. Хейнонена [169, глава 5].

Предлагаемая монография посвящена новейшим результатам теории
пространственных квазиконформных отображений (и почти квазикон-
формных отображений в смысле Е.Д. Кэллендера [129]), группирую-
щимся вокруг описанной проблемы. Исследуются свойства дифферен-
циальных форм классов WT , включающих в себя наряду с решениями
(субрешениями, почти-решениями) квазилинейных уравнений эллипти-
ческого типа отображения с ограниченным искажением. Указываются
применения в проблеме описания квазиконформно плоских поверхностей
в n-мерных римановых многообразиях, в том числе — для поверхностей
произвольной коразмерности 1 ≤ codim ≤ n− 1.

Разрабатываемые методы оказываются эффективными в исследовани-
ях широкого класса нелинейных уравнений с частными производными,
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выходящими далеко за пределы очерченного круга вопросов. Попутно,
если это не требует привлечения слишком большого объема дополни-
тельно информации, мы даем приложения некоторых из наших общих
результатов к уравнениям типа минимальной поверхности в евклидовом
пространстве Rn, уравнению максимальных поверхностей в пространстве
Минковского Rn+1

1 и уравнениям газовой динамики.
С более детальным описанием содержания книги можно ознакомиться

по ее оглавлению.
Геометрический анализ, как некоторое синтетическое направление в

анализе и геометрии, являет собой активно развивающийся, но еще окон-
чательно не сформировавшийся раздел современной науки. Цель книги
— на примере описанной выше проблематики дать введение в геомет-
рический анализ, дать как можно более широкое представление о его
методах, познакомить научную молодежь, начинающую работать в мно-
гомерном анализе, с некоторыми интересными и еще слабо изученными
задачами из необъятного запаса, которыми располагают теория квази-
конформных отображений и нелинейные уравнения с частными произ-
водными. Автор надеется, что эта высокая цель отчасти оправдывает
многочисленные отступления от стержневой линии изложения. В книге
приводится значительное количество задач и упражнений, на которых
начинающие исследователи могут попробовать свои силы.

Автор благодарен за поддержку коллегам по Волгоградскому госу-
дарственному университету, где была выполнена бо́льшая часть данных
исследований. Автор глубоко признателен А.Ю. Игумнову, В. А. Клячи-
ну, Т.Г. Латфуллину и Е.А. Щербакову, прочитавшим книгу в рукописи
и сделавшим ряд ценных замечаний.

Автор будет весьма рад, если книга окажется полезной читателю.

Владимир Михайлович Миклюков
e-mail: miklyuk@mail.ru
г. Волгоград, январь 2007
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Глава 1

Граничные множества

Ниже вводятся понятия граничных множеств параболического и гипер-
болического типов на поверхностях. Изучается функция исчерпания та-
ких множеств. Доказывается параболичность некоторых граничных мно-
жеств, расположенных на графиках решений уравнений типа минималь-
ной поверхности. Указаны признаки параболичности и гиперболичности
граничных множеств на графиках пространственноподобных поверхно-
стей в пространстве Минковского Rn

1 , в частности, существенно усили-
вающие известные теоремы Чоя и Трайбергса [134] – [137] о гиперболич-
ности графиков решений уравнения постоянной средней кривизны в R3

1.
При изложении результатов мы следуем [78].

1.1 Граничные множества абстрактной поверхности

1.1.1 Римановы многообразия

Начнем с терминологии. Пусть M – n-мерное риманово многообразие с
краем или без края. Наряду с этим мы будем предполагать, что многооб-
разие M ориентируемо и класса Cp, где p ≥ 2. Через T (M) мы обозна-
чаем касательное расслоение и через Tm(M) касательное пространство
в точке m ∈M. Для каждой пары векторов x, y ∈ Tm(M) символ 〈x, y〉
означает их скалярное произведение. Риманова связность на T (M) по-
рождает естественную связность для тензоров любого типа. Эта связ-
ность сохраняет скалярное произведение описанное выше.

Пусть Y – тензорное поле на M, x ∈ Tm(M). Ковариантная производ-
ная поля Y вдоль вектора x обозначается символом ∇xY . Тензор ∇xY

10
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определяется в точке m и имеет тот же самый тип, что и Y . Поскольку
связность сохраняет скалярное произведение, то

∇x〈Y, Z〉 = 〈∇xY, Z〉+ 〈Y,∇xZ〉,
где Y и Z суть тензорные поля одного типа.

Если f : M→ R – функция, то символ ∇Mf далее означает градиент
f в метрике многообразия M. Символом ∇f мы пользуемся в случае,
когда метрика ясна из контекста.

Дивергенцией гладкого векторного поляX наM называется величина

divX =
n∑
i=1

〈∇Ei
X, Ei〉 ,

где суммирование производится по произвольному ортонормированному
базису пространства Tm(M).

Пусть M и N – римановы многообразия, где функции расстояния
между точками p и q записываются как d(p, q) и r(p, q) соответствен-
но. Пусть A ≥ 0 – постоянная. Отображение f : M → N называется
липшицевым с постоянной A, если

r(f(p), f(q)) ≤ Ad(p, q)

при всех p, q ∈M.
Гомеоморфное отображение f : M → N называется билипшицевым

((A′, A′′)-квазиизометрическим), если f−1 и f липшицевы с постоянными
1/A′ и A′′ соответственно.

Если каждая из точек a ∈ M имеет окрестность U такую, что огра-
ничение f |U липшицево (билипшицево), то отображение f называется
локально липшицевым (локально квазиизометрическим).

Квазиизометричекое отображение с постоянными A′ = A′′ = 1 назы-
вается изометрическим.

Пример 1.1.1 Пусть D – область в Rn. Если f : D → Rn – сохра-
няющее ориентацию изометрическое отображение, то f есть линейное
ортогональное преобразование с определителем, равным 1.

Пример 1.1.2 Пусть D – область в Rn, граница которой содержит не
менее двух точек, и пусть δ(·) = dist(·, ∂D) означает расстояние до гра-
ницы ∂D. Для произвольной пары точек x, y ∈ D пусть

jD(x, y) = log

(
1 +

|x− y|
min{δ(x), δ(y)}

)
.
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Величина jD(x, y) удовлетворяет аксиомам расстоянием в областиD так,
что (D, jD(x, y)) является метричеким пространством. Как показано в
[166], всякая изометрия пространства (D, jD(x, y)) является преобразо-
ванием Мебиуса, т.е. представима в виде суперпозии конечного числа
преобразований подобия и инверсий относительно сфер.

ПустьD ⊂M – открытое множество. Символами Lip (D) и Liploc (D)
обозначаются классы липшицевых и локально липшицевых функций f :
D → R, соответственно. Функция f(x) ∈ Lip0(D), если она принадлежит
классу Lip (D) и имеет компактный носитель

supp f = {x ∈ D : f(x) 6= 0} ⊂ D .

Символ Lploc(D) означает множество всех измеримых по Лебегу функ-
ций, определенных на открытом множестве D ⊂ M и локально инте-
грируемых со степенью p, 1 ≤ p ≤ ∞, в D. Символ W 1, p

loc (D) означает
множество функций с обобщенными частными производными в смысле
Соболева, принадлежащими классу Lploc(D) (см., например, [167], [168,
раздел 2.2]).

Если M и N – римановы многообразия класса Ck, k ≥ 1, и F : D ⊂
M → N – отображение, то мы говорим, что F ∈ Lploc(D), если для
всякой функции φ ∈ C0(N ) выполнено φ ◦ F ∈ Lploc(D). Отображение F
есть класса W 1, p

loc (D), если φ ◦ F ∈ W 1, p
loc (D) для каждого φ ∈ C1(N ).

1.1.2 Абстрактная поверхность

ПустьM – n-мерное риманово многообразие с краем или без края. Опре-
делим абстрактную поверхность Ω над областью D ⊂M посредством
задания элемента длин кривых, лежащих на ней, и ее элемента площади.

Пусть Γ(D) – множество всевозможных жордановых локально спрям-
ляемых (в метрике M) дуг или кривых γ, лежащих в D. Каждая из
замкнутых спрямляемых дуг γ может быть задана в виде

m = m(s) : [0, length γ] → D ,

где 0 ≤ s ≤ length γ ≤ ∞ – длина дуги, отсчитываемой от начальной
точки m(0) до текущей точки m(s) в указанном вдоль γ направлении.
Локально спрямляемые дуги γ могут быть очевидным образом парамет-
ризованы посредством длины дуги, отсчитываемой от фиксированной
точки в положительном и отрицательном направлениях вдоль γ.
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Предположим, что вдоль каждой из дуг γ ∈ Γ(D) задана некоторая
неотрицательная, измеримая по Лебегу, вещественнозначная функция
hγ(m). Совокупность всех таких функций для семейства дуг γ ∈ Γ(D)
будем обозначать символом H = {hγ}.

Будем говорить, что множество функцийH согласовано в точке a ∈ D,
если для всех кривых γ ∈ Γ(D), проходящих через точку a и имеющих
в a одну и ту же касательную, значения hγ(a) совпадают.

Предположим, что множество функций H согласовано почти всюду
в области D. Тем самым, для почти всех m ∈ D и всех направлений
ξ ∈ Tm(M), |ξ| = 1, определена неотрицательная функция

H(m, ξ) и H(m,−ξ) = H(m, ξ) .

Продолжим H по второй переменной на все пространство Tm(M), поль-
зуясь правилом H(m,λ ξ) = λH(m, ξ), λ ≥ 0. В результате такого про-
должения, для всякой γ ∈ Γ(D) почти всюду вдоль нее выполнено

H(m,
−→
dsM) = hγ(m) |

−→
dsM| .

Здесь
−→
dsM – вектор длины dsM в Tm(M) с началом в точке m.

Зафиксируем произвольно положительную функцию k, определенную
почти всюду и измеримую в смысле Лебега в D.

Под абстрактной поверхностью Ω далее будем понимать всякую трой-
ку (D,H, k) описанного вида.

Величину
dsγ = hγ(m) |

−→
dsM| , (1.1.1)

будем называть элементом длины дуги γ ∈ Γ(D) в точке m ∈ D, а
величину

dΩ = k(m) ∗ 11M (1.1.2)
– элементом площади абстрактной поверхности Ω.

Здесь и ниже символом ∗11M обозначается форма объема на многооб-
разииM. Необходимые сведения о внешних дифференциальных формах
см. далее раздел 2.1.

Для произвольной пары точек m′,m′′ ∈ D определим расстояние

rΩ(m′,m′′) = inf

∫
γ

dsγ , (1.1.3)
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где точная нижняя грань берется по всевозможным дугам γ ∈ Γ(D),
соединяющим точки m′ и m′′.

Рассмотрим абстрактную поверхность Ω = (D,H, k). Предположим,
что H(m, ξ) – функция, определенная для почти всех m ∈ D и всех
ξ ∈ Tm(M), подчинена условиям:

a) c1|ξ| ≤ H(m, ξ) ≤ c2|ξ|, c1 = c1(D
′), c2 = c2(D

′) > 0, почти всюду
в каждой из подобластей D′ ⊂⊂ D;

b) почти в каждой точке m ∈ D множество
Ξ(m) = {ξ ∈ Tm(M) : H(m, ξ) < 1}

является выпуклым.

Определим двойственную функцию
G(m, η) = sup

ξ∈Ξ(m)
〈ξ, η〉, (1.1.4)

где 〈ξ, η〉 есть стандартное скалярное произведение векторов ξ и η в
Tm(M). При этом почти всюду в D выполнено

G(m, ξ) = sup
H(m,η)6=0

〈ξ, η〉
H(m, η)

(1.1.5)

(см. [101, §15]).
Некоторые примеры абстрактных поверхностей Ω вида (D,H, k) мож-

но найти в [84, глава 1].

Пример 1.1.3 Простейший пример доставляют p-мерные поверхности
Ω ⊂ Rn, задаваемые локально билипшицевыми вектор-функциями

f : D ⊂ Rp → Rn , p < n .

В данном случае вектор функция f абсолютно непрерывна вдоль любой
локально спрямляемой дуги γ ⊂ D, описываемой уравнениями

x = x(s) : [0, length γ] → D .

Здесь имеем

hγ(x(s)) =

∣∣∣∣df(x(s))

ds

∣∣∣∣ =

(
n∑
i=1

∣∣∣∣dfi(x(s))ds

∣∣∣∣2
)1/2

.
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Согласно теореме Радемахера – Степанова (см., например, [86, раздел
2.1.2]) вектор – функция f(x) имеет полный дифференциал почти всюду
в области D. Нетрудно видеть, что семейство H согласовано в каждой
точке дифференцируемочти f(x), причем

H(x, ξ) =

(
p∑

i,j=1

gij(x) ξi ξj

)1/2

c измеримыми по Лебегу, определенными почти всюду в D, веществен-
нозначными коэффициентами

gij(x) =

〈
∂f

∂xi
,
∂f

∂xj

〉
, i, j = 1, 2, . . . , p.

Положим
g(x) = det (gij(x)) , k(x) =

√
g(x) , dΩ =

√
g(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxp ,

gij(x) = (gij(x))
−1 , i, j = 1, . . . , p ,

и

G(x, ξ) =

(
p∑

i,j=1

gij(x) ξi ξj .

)1/2

.

Тем самым, получаем абстрактную поверхность Ω = (D,H,
√
g).

�
Другие примеры мы будем приводить по мере необходимости.

1.1.3 Модуль и емкость

Опишем важное для дальнейшего понятие модуля семейства дуг на аб-
страктной поверхности. Пусть Ω = (D,H, k) – абстрактная поверхность,
заданная над областью D ⊂M и p ≥ 1.

Будем говорить, что неотрицательная, локально ограниченная, изме-
римая по Лебегу функция ρ ≥ 0 допустима для подсемейства Γ дуг
γ ∈ Γ(D), если ρ измерима вдоль каждой из дуг γ ∈ Γ и∫

γ

ρ(m) dsγ ≥ 1 для всех γ ∈ Γ . (1.1.6)
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Величина

modΩ,p (Γ) = inf
ρ

∫
D

ρp k(m) ∗ 11M , (1.1.7)

где точная нижняя грань берется по всем допустимым для Γ функциям
ρ, называется p-модулем семейства Γ в метрике поверхности Ω.

Иногда вместо модуля семейства дуг используют величину

λΩ,p(Γ) =
1

modΩ,p (Γ)
,

называемую экстремальной длиной семейства Γ (см. Альфорс [1, ID]).
В случае, когда метрика dsγ = |dx| евклидова и элемент площади

dΩ = dx1 . . . dxn, используется упрощенное обозначение modp (Γ).
Пусть P,Q ⊂ D – непустые, замкнутые относительно области D ⊂M,

непересекающиеся подмножества. Произвольную тройку (P,Q;D) будем
называть конденсатором.

Определим модуль и емкость конденсатора (P,Q;D).
Рассмотрим абстрактную поверхность Ω = (D,H, k). Пусть G(m, η) –

двойственная к H(m, ξ) функция, определяемая равенством (1.1.4).
p-Модулем конденсатора (P,Q;D) на поверхности Ω = (D,H, k) на-

зывается p-модуль семейства Γ(P,Q;D) ⊂ Γ(D) дуг γ, лежащих в D и
соединяющих множества P и Q. Именно, мы полагаем

modΩ,p(P,Q;D) = modΩ,pΓ(P,Q;D) . (1.1.8)

p-Емкостью конденсатора (P,Q;D) на поверхности Ω = (D,H, k) бу-
дем называть величину

capΩ,p (P,Q;D) = inf

∫
D

k(m)Gp(m,∇ϕ) ∗ 11M , (1.1.9)

где точная нижняя грань берется по всевозможным локально липшице-
вым в D функциям ϕ, ϕ|P = 0, ϕ|Q = 1.

Понятие модуля семейства кривых, введенное Альфорсом и Бьерлин-
гом в [119], играет ключевую роль в исследованиях по геометрической
теории функций и отображений с ограниченным искажением (см. [156],
[240], [109], [170], [229], [243]).
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Модульная техника имеет многочисленные применения при изучении
поверхностей заданной средней кривизны в евклидовых и псевдоевкли-
довых пространствах [71], [78], [46], [84]. Емкость конденсатора широко
используется В.Г. Мазьей [65] при изучении W 1,p-классов в областях Rn.

Вообще же, модуль и емкость конденсатора суть двойственные вели-
чины и выбор между ними в исследованиях диктуется, как правило, со-
ображениями удобства.

Теорема 1.1.1 Пусть Ω = (D,H, k) – абстрактная поверхность. Если
∆ ⊂ D – подобласть, то

capΩ,p(P, Q; ∆) = modΩ,p(P, Q; ∆) (1.1.10)

Доказательство, приводимое в [84, теорема 1.8.1] для n = 2, практи-
чески без изменений проходит для n > 2. �

Пример 1.1.4 Пусть D – область на многообразии M. Рассмотрим аб-
страктную поверхность Ω = (M, H, k). Пусть A, B ⊂ D таковы, что A
и B компактны относительно D и A ∩ B = ∅. Рассмотрим конденсатор
(A,B;D).

Выберем H(m, ξ) = |ξ|. Тогда согласно (1.1.4) имеем G(m, η) = |η|.
Фиксируем p ≥ 1. Наиболее часто ниже мы будем использовать p-

емкость конденсатора (A,B;D), определяемую как величину

capΩ,p(A,B;D) = inf

∫
D

k(m) |∇ϕ|p ∗ 11M, (1.1.11)

где точная нижняя грань берется по всем локально липшицевым в D
функциям ϕ таким, что ϕ(m)|A = 0, ϕ(m)|B = 1.

В случае k ≡ 1, используем стандартное обозначение
capΩ,p(A,B;D) ≡ capp(A,B;D) .

Легко видеть, что для произвольной пары конденсаторов (A,B;D) и
(A1, B1;D) со свойствами A1 ⊂ A, B1 ⊂ B выполнено

capp(A1, B1;D) ≤ capp(A,B;D).

Стандартными приемами устанавливается, что емкость capp(A,B;D)
не меняется, если в вариационной задаче (1.1.11) ограничиться функци-
ями ϕ ∈ W 1,p

loc (D) (см., например, [42]). �
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1.1.4 Граничные множества

Пусть M – некомпактное многообразие. Определим граничные мно-
жества M, исходя из аналогий с теорией простых концов Каратеодори
(см., например, [107, §3], [40, глава 2]).

Пусть {Uk}, k = 1, 2, . . . – семейство открытых подмножеств Uk ⊂ M
со свойствами:

(i) для всех k = 1, 2, . . . Uk+1 \ ∂M⊂ Uk,

(ii)
∞⋂
k=1

Uk = ∅.

Произвольную последовательность {Uk} с указанными свойствами бу-
дем называть цепью на многообразии M.
Определение 1.1.1 Пусть {U ′k}, {U ′′k } – две цепи открытых подмно-
жеств M. Говорят, что цепь U ′k содержится в цепи {U ′′k }, если для
каждого m ≥ 1 найдется номер k(m) такой, что при всех k > k(m)
выполнено U ′k ⊂ U ′′m. Две цепи, каждая из которых содержится в дру-
гой, называются эквивалентными. Классы эквивалентности ξ цепей
называются граничными множествами многообразия M.

Чтобы определить ξ достаточно задать хотя бы один представитель
в классе эквивалентности. Если граничное множество ξ определяется
цепью {Uk}, то мы пишем ξ � {Uk}.

Пусть {xN}∞N=1 – последовательность точек xN ∈ D, не имеющая то-
чек накопления в M. Такие последовательности далее будем называть
расходящимися в M.

Расходящаяся в M последовательность точек xk ∈ M сходится к
ξ, если для некоторой (и, следовательно, произвольной) цепи {Uk} ∈ ξ
выполнено условие: для каждого k = 1, 2, . . . найдется целое n(k) такое,
что xn ∈ Uk при любом n > n(k). Расходящаяся вM последовательность
{xn} лежит вне граничного множества ξ � {Uk}, если для каждого
k = 1, 2, . . . найдется номер n(k) такой, что при всех n > n(k) точки
xn /∈ Uk.

Определение 1.1.2 Граничное множество ξ � {Uk} называется кон-
цом многообразия M, если каждое из открытых множеств {Uk} яв-
ляется связным и имеет компактную границу ∂Uk. Граничное множе-
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ство ξ � {Uk} называется множеством концов многообразия M, если
каждое из {Uk} имеет компактную границу ∂Uk.

1.1.5 Емкость и мера Хаусдорфа

Будем говорить, что компактное подмножество E ⊂M имеет p-емкость
нуль (в метрике многообразия M), если capp(E,U ;M) = 0 для каждого
открытого множества U такого, что U ∩E = ∅. Замкнутое подмножество
E ⊂ M имеет p-емкость нуль, если каждое из компактных множеств
E1 ⊂ E имеет p-емкость нуль.

Напомним понятие меры Хаусдорфа. Пусть h(r), 0 ≤ r <∞, – неубы-
вающая непрерывная функция, для которой h(0) = 0.

Пусть A – подмножество M. Фиксируем произвольно ε > 0. Пусть
B1, . . . , Bk, . . . – последовательность открытых геодезических шаров в
M такая, что A ⊂ ∪kBk и их радиусы не превышают ε. Рассмотрим
величину

Hh(A, ε) = inf
∑
k

h(rk),

где точная нижняя грань берется по всевозможным последовательностям
{Bk} с указанными свойствами.

Величина Hh(A, ε) является невозрастающей функцией переменной ε.
Предел

lim
ε→+0

Hh(A, ε) = Hh(A)

называется h-мерой Хаусдорфа множества A. Если h(r) = rα, α > 0, то
Hh(A) называется α-мерой и обозначается символом Hα(A).

Лемма 1.1.1 Если множество E ⊂M имеет h-емкость нуль, то для
произвольной неубывающей функции h(r), 0 ≤ r <∞, h(0) = 0, выпол-
нено ∫

0

[h(r)]1/p

rn/p
dr <∞. (1.1.12)

Пусть h(r) = rn−p при 1 < p < n и h(r) = (ln 1
r)

1−p при 0 ≤ r ≤ 1
2,

p = n. Если Hh(E) = 0, то E ⊂M имеет p-емкость нуль.
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Доказательство см., например, в [32, разделе 5.3] для M = Rn. По-
скольку утверждение имеет локальный характер, легко видеть, что оно
справедливо и для римановых многообразий. �

Отметим еще следующее утверждение.

Лемма 1.1.2 Если замкнутое подмножество E многообразия M раз-
мерности dimM = n имеет 1-емкость нуль, то

Hn−1(E) = 0 .

Доказательство. Фиксируем ε > 0 и открытое множество U ⊂ D так,
чтобы cap1(E,U ;D) = 0. Выберем липшицеву функцию ϕ : D → [0, 1]
так, что ϕ|E = 0, ϕ|U = 1, ∇ϕ 6= 0 почти всюду на D \ (E ∪ U) и∫

D

|∇ϕ| ∗ 11 ≤ ε.

В соответствии с формулой для ко-площади мы имеем∫
D

|∇ϕ| ∗ 11 =

1∫
0

dt

∫
Gt

dHn−1 =

1∫
0

Hn−1(Gt) ,

где Gt = {m ∈ M : ϕ(m) = t} есть множество уровня функции ϕ [150,
раздел 3.2].

Отсюда получаем
inf
t
Hn−1(Gt) ≤ ε

и найдется Gt произвольно малой (n− 1)-мерной меры.
Так как множество U открыто, то это возможно только для множества

E нулевой (n− 1)-мерной меры. �

Упражнение. Доказать обратное утверждение: если Hn−1(E) = 0,
то cap1(E) = 0.

1.1.6 Понятие типа граничного множества

Пусть D – область на многообразии M и Ω = (D,H, k) – некоторая
абстрактная поверхность. Пусть {Un} – произвольная цепь в D. Фикси-
руем подобласть H ⊂⊂ D. Если n достаточно велико, то пересечение
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H ∩ Un = ∅ и мы вправе рассматривать конденсатор (H,Un;D). Ясно,
что при таких n = 1, 2, . . . выполнено

capΩ,p(H,Un;D) ≥ capΩ,p(H,Un+1;D).

Будем говорить, что цепь {Um} в D имеет p-емкость нуль (p-парабо-
лический тип), если для каждой подобласти D′ ⊂⊂ D выполняется

lim
n→∞

capΩ,p(D
′
,Un;D) = 0. (1.1.13)

Будем говорить, что граничное множество ξ имеет p-параболический
тип в метрике поверхности Ω, если каждая из цепей {Un} ∈ ξ имеет p-
емкость нуль в метрике Ω. Граничное множество ξ имеет p-гиперболиче-
ский тип, если, как минимум, одна из цепей {Un} ∈ ξ не имеет p-
параболического типа.

Пусть
{Un}∞n=1, Un \ ∂D ⊂ Un+1,

⋃∞

n=1
Un = D

– произвольное исчерпание D подобластями {Un}. Поверхность Ω =
(D,H, k) имеет либо p-параболический, либо p-гиперболический тип в
зависимости от p-параболичности, либо p-гиперболичности граничного
множества {D \ Un}.

Известно [41], что в случае, когда H(m, ξ) = |ξ|M и k ≡ 1 некомпакт-
ное риманово многообразие M без края имеет p-параболический тип
тогда и только тогда, когда каждое ограниченное сверху C2-решение
неравенства

div (|∇u|p−2∇u) ≥ 0

является тождественно постоянным.
При p = 2 понятия 2-параболичности и 2-гиперболичности многооб-

разия совпадают с традиционными [91, разделы 8.17, 8.19]. Таким об-
разом, говоря о параболичности или гиперболичности типа (многообра-
зия или граничного множества), мы говорим о 2-параболичности или
2-гиперболичности типа.
Пример 1.1.5 Пространство Rn имеет p-параболический тип при p ≥ n
и p-гиперболический тип при p < n. См. также пример 1.1.8.

�
Следующее утверждение доставляет удобный прием для проверки p-

параболичности и p-гиперболичности граничного множества.
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Лемма 1.1.3 Пусть ξ – граничное множество на поверхности Ω =
(D,H, k), D ⊂M, где весовая функция k(m) : D → R+ удовлетворяет
условию

0 < ess inf
D′
k(m) ≤ ess sup

D′
k(m) <∞ (1.1.14)

для любой подобласти D′ ⊂⊂ D.
Если для цепи {Un} ∈ ξ и открытого множества H0 ⊂⊂ M вы-

полнено предположение (1.1.13), то граничное множество ξ имеет p-
параболический тип в метрике поверхности Ω.

Доказательство. Мы будем следовать [78, лемма 2.1]. Очень легко по-
казать, что для параболичности граничного множества ξ достаточно про-
верить равенство нулю p-емкости хотя бы одной цепи из ξ. Предположим,
что цепь {U ′

n}∞n=1 входит в цепь {Un}∞n=1. Зададим произвольно подоб-
ласть H ⊂⊂ D. Так как для любого m и достаточно больших n вы-
полнено U ′

n ⊂ Um, то множество функций ϕ ∈ W 1,p
loc (M), допустимых в

вариационной задаче (1.1.11) для конденсатора (H,Um;D), содержится в
множестве функций, допустимых при вычислении емкости конденсатора
(H,U

′
n;D). Отсюда получаем

capΩ,p(H,U
′
n;D) ≤ capΩ,p(H,Um;D) .

Если теперь цепь {Un} обладает свойством (1.1.13), то им обладает и
цепь {U ′

n}.
Для доказательства утверждения достаточно установить теперь, что

свойство (1.1.13) выполнено для произвольной подобласти H ⊂⊂ D.
Если H ⊂⊂ H0, то

capΩ,p(H,Un;M) ≤ capΩ,p(H0, Um;M) .

Выполнение (1.1.13) в этом случае очевидно.
Пусть теперь область H ⊂⊂ M произвольна. Зададим область

W ⊂⊂ H, где H – открытое множество, удовлетворяющее условиям
леммы. В силу сказанного выше достаточно проверить, что выполнение
(1.1.13) для конденсаторов (W,Un;D) влечет аналогичное свойство для
конденсаторов (H,Un;D).

Зафиксируем непрерывную функцию η ∈ W 1,p
loc (M), обращающуюся в

1 на H и имеющую компактный носитель supp η ⊂ M. Выберем произ-
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вольно непрерывную функцию ϕ ∈ W 1,p
loc (M), допустимую при вычисле-

нии p-емкости конденсатора (W,Un;D), где номер n выбран так, чтобы

Un ∩ supp η = ∅ .
Функция

ϕ̃ = ϕ+ η − ϕη = ϕ (1− η) + η

принадлежит классу W 1,p
loc (D), обращается в 1 на H и равна 0 на Un.

Таким образом,

capΩ,p(H,Un;D) ≤
∫
D

k(m) |∇ϕ̃|p ∗ 11M .

Далее заметим, что
∇ϕ̃ = (1− ϕ)∇η + (1− η)∇ϕ ,

и потому

|∇ϕ̃|2 = (1− ϕ)2 |∇η|2 + 2(1− ϕ)(1− η)〈∇η,∇ϕ〉+ (1− η)2|∇ϕ|2 .
Так как

|〈∇η,∇ϕ〉| ≤ |∇η| |∇ϕ| ,
то в силу неравенства Коши будем иметь

|∇ϕ̃|2 ≤ 2(1− ϕ)2 |∇η|2 + 2(1− η)2 |∇ϕ|2 .
Откуда, пользуясь неравенством

(a2 + b2)1/2 ≤ c1 (|a|p + |b|p)1/p , c1 ≡ const ,

(см. [12, стр. 29, 32]), находим

|∇ϕ̃|p ≤ c2 (|1− ϕ|p |∇η|p + |1− η|p |∇ϕ|p) .
Таким образом, мы получаем

capΩ,p(H,Un;D) ≤ c2

∫
D

k(m) |1− ϕ|p |∇η|p ∗ 11M+

+c2

∫
D

k(m) |1− η|p |∇ϕ|p ∗ 11M
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и, полагая
c3 = c2 sup

D
|∇η|p , c4 = c2 sup

D
|1− η|p ,

приходим к неравенству

capΩ,p(H,Un;D) ≤ c3

∫
supp η

k(m) |1− ϕ|p ∗ 11M+ (1.1.15)

+c4

∫
M

k(m) |∇ϕ|p ∗ 11M .

Функция 1 − ϕ обращается в 0 на подобласти W , а весовая функция
k(m) подчинена ограничениям (1.1.14). Поэтому существует постоянная
c5, зависящая только от W и носителя supp η, для которой∫

supp η

k(m) |1− ϕ|p ∗ 11M ≤ c5

∫
supp η

k(m) |∇ϕ|p ∗ 11M . (1.1.16)

Для областей в Rn это неравенство есть специальный случай хорошо
известного неравенства Пуанкаре – Соболева [105, стр. 48]. При этом
утверждение остается верным, если предполагать лишь, что

M = sup
W
|1− ϕ| <∞ .

В таком случае постоянная c5 зависит также от M .
Чтобы убедиться в справедливости (1.1.16) на многообразии покроем

supp η конечной системой геодезических шаров достаточно малых радиу-
сов так, чтобы каждый из шаров был диффеоморфен единичному шару
в Rn и воспользуемся указанным неравенством Пуанкаре – Соболева.
Детали рассуждений мы оставляем читателю в качестве упражнения,
вместе с тем обращая внимание читателя на то, что относительно вида
постоянной c5, кажется, здесь ничего не известно.

Объединяя неравенства (1.1.15), (1.1.16), будем иметь

capΩ,p(H,Un;D) ≤ c6

∫
M

k(m) |∇ϕ|p ∗ 11M ,

и потому
capΩ,p(H,Un;D) ≤ c6 capΩ,p(W,Un;D) .
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Таким образом, выполнение соотношения (1.1.13) для последовательно-
сти конденсаторов (W,Un;D) влечет выполнение этого соотношения для
последовательности конденсаторов (H,Un;D), и лемма доказана. �

1.1.7 Квазиконформные отображения

Напомним известные понятия [99, глава I, §4], [170, раздел 14.1]. ПустьM
и N – римановы многообразия размерности n. Отображение f : M→N
класса W 1, n

loc (M) называется отображением с ограниченным искажени-
ем (квазирегулярным отображением)1, если f удовлетворяет соотноше-
нию

|f ′(m)|n ≤ KJf(m) (1.1.17)
почти всюду на M. Здесь f ′(m) : Tm(M) → Tf(m)(N ) есть формальная
производная (матрица частных производных f(m)); далее,

|f ′(m)| = max
|h|=1

|f ′(m)h| .

Через Jf(m) мы обозначаем якобиан f в точке m ∈M, т.е. определитель
матрицы f ′(m).

Наименьшая из постоянных K ≥ 1 в неравенстве (1.1.17) называет-
ся внешней дилатацией f и обозначается символом KO(f). Если отоб-
ражение f квазирегулярно, то наименьшая из постоянных K ≥ 1, для
которых почти всюду на M выполняется

Jf(m) ≤ K l(f ′(m))n , (1.1.18)

называется внутренней дилатацией f : M → N и обозначается через
KI(f). Здесь

l(f ′(m)) = min
|h|=1

|f ′(m)h|.

Величина
K(f) = max{KO(f), KI(f)}

называется максимальной дилатацией f , и если K(f) ≤ K, то отобра-
жение f называется K-квазирегулярным.

1Первый из терминов чаще используется в русскоязычной литературе, второй – в
англоязычной. Мы использем тот либо иной термин руководствуясь исключительно
соображениями удобства.
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Нетрудно видеть, что KO(f) ≤ Kn−1
I (f) и KI(f) ≤ Kn−1

O (f). В част-
ности, при n = 2 имеем KI(f) = KO(f) = K(f).

Упражнение. Пусть f1 : D → D′ – K1-квазирегулярное и f2 : D′ →
D′′ – K2-квазирегулярное отображения. Доказать, что отображение f2 ◦
f1 : D → D′′ является K1K2-квазирегулярным (см., например, [99, тео-
рема 11.1]).

В случае n = 2 и K = 1 в (1.1.17) класс отображений с ограниченным
искажением совпадает с классом голоморфных функций. В случае n ≥ 3
и K = 1 множество всех, отличных от тождественных постоянных, отоб-
ражений с ограниченным искажением исчерпывается преобразованиями
Мебиуса [100, глава II].

Отметим следующее полезное для применений высказывание [99, раз-
дел 5.3], [170, теорема 14.28].

Теорема 1.1.2 Пусть D – область в Rn и пусть f : D → Rn – отоб-
ражение с ограниченным искажением. Если u ∈ W 1,n

loc (D′) и D′ ⊂ f(D)

– область, то функция v = u ◦ f принадлежит классу W 1,n
loc (D′′), D′′ =

f−1(D′). При этом, почти всюду в D′′ выполнено

∇v(x) = f ′(x)∗∇u(f(x)) ,

где A∗ означает матрицу, сопряженную матрице A.

Замечание 1.1.1 Подчеркнем, что в определении отображения с огра-
ниченным искажением непрерывность вектор – функции f ∈ W 1, n

loc (M)
априори можно не требовать. Данное свойство есть следствие диф-
ференциального неравенства (1.1.17) (см. [99, теорема 1.1]).

Если гомеоморфизм f : M → N является отображением с ограни-
ченным искажением, то f называется квазиконформным. В этом случае
обратное отображение f−1 также квазиконформно в области f(M) ⊂ N ,
причем K(f−1) = K(f).

Важные примеры отображений с ограниченным искажением f :
M → N доставляют отображения, искажающие длины дуг в конеч-
ное (ограниченное) число раз. Следуя [170, 14.78], будем говорить, что
отображение f : M → N , F ∈ W 1,1

loc (M), есть L–BLD отображение,
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если Jf(m) ≥ 0 почти всюду на M и для некоторой постоянной L ≥ 1,
всех h ∈ Tm(M) и почти всех m ∈M выполнено

|h|/L ≤ |f ′(m)h| ≤ L |h|. (1.1.19)

Упражнение. Показать, что каждое f–BLD отображение является
квазиизометрическим иK-квазиконформным сK = L2(n−1) ([170], лемма
14.80).

Пусть ξ � {Um} – граничное множество многообразия M и пусть f –
гомеоморфное отображение M на N . Символ f(ξ) означает граничное
множество на N , генерируемое цепью f(Um) открытых множеств.

Отметим следующее утверждение [78, предложение 2.3].

Предложение 1.1.1 Пусть ξ1 и ξ2 – граничные множества n-мерных
многообразий M и N соответственно, и пусть ξ2 = f(ξ1). Тогда

(i) если f является квазиизометрическим отображением M на N ,
то для всякого p ≥ 1 граничные множества ξ1 и ξ2 либо одновременно
p-параболические, либо одновременно p-гиперболические,

(ii) если f есть квазиконформное отображение M на N , то ξ1 и ξ2
являются одновременно n-параболическими или n-гиперболическими.

Доказательство. Для доказательства (i) достаточно заметить, что ква-
зиизометрия f индуцирует взаимно однозначное соответствие между
классами локально липшицевых функций в M и N , при котором каж-
дой функции ϕ ∈ Lip (M) отвечает такая функция ψ ∈ Lip (N ), что
ϕ = ψ ◦ f . Непосредственно проверяется, что (1.1.19) выполнено тогда
и только тогда, когда элементы длин dsM и dsN многообразий связаны
соотношениями

L−1
1 dsM ≤ dsN ≤ L1 dsM .

Тем самым, имеем

L
−(n+p)
1

∫
M

|∇Mϕ|p ∗ 11M ≤
∫
N

|∇Nψ|p ∗ 11N ≤ Ln+p
1

∫
M

|∇Mϕ|p ∗ 11M .

Отсюда для произвольной пары конденсаторов (P1, Q1;M) и (P2, Q2;N ),
где P2 = f(P1) и Q2 = f(Q1), выполнено

L
−(n+p)
1 capp(P1, Q1;M) ≤ capp(P2, Q2;N ) ≤ Ln+p

1 capp(P1, Q1;M) .
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Таким образом, граничные множества ξ1 и ξ2 одновременно p-параболич-
ны или p-гиперболичны.

В случае (ii) в силу (1.1.17) и (1.1.18) почти всюду на M имеем

max
dsM=1

dsN ≤ K(f) min
dsM=1

dsN ,

а потому
|∇Mϕ|2 ≤ |∇Nϕ ◦ f |2 max

dsM=1
ds2

N .

Таким образом, в силу квазиконформности отображения f выполнено

|∇Mϕ(m)|n ≤ Kn(f) |Jf(m)| |∇Nψ ◦ f(m)|n ,

где Jf(m) – якобиан f в точке m ∈M.
Отсюда получаем

K−n(f)

∫
M

|∇Mϕ|n ∗ 11M ≤
∫
N

|∇Nψ|n ∗ 11N ≤ Kn(f)

∫
M

|∇Mϕ|n ∗ 11M .

Таким образом,

K−n(f) capn (P1, Q1;M) ≤ capn (P2, Q2;N ) ≤ Kn(f) capn (P1, Q1;M) .

Из данного соотношения вытекает, что граничные множества ξ1 и ξ2 од-
новременно n-параболичны или n-гиперболичны. �

1.1.8 Функция исчерпания граничного множества

Пусть h(m) : M→ (0, h0) – локально липшицева функция. Для произ-
вольного t ∈ (0, h0) мы обозначаем символами

Bh(t) = {m ∈M : h(m) < t} ,
Σh(t) = {m ∈M : h(m) = t}

h-шар и h-сферу соответственно.
Будем говорить, что функция h(m) есть функция исчерпания гранич-

ного множества ξ многообразия M, если для произвольной последова-
тельности точек mk ∈ M, k = 1, 2, . . . , функция h(mk) → h0 тогда и
только тогда, когда mk → ξ.
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Легко видеть, что данное условие имеет место тогда и только тогда,
когда для произвольной неубывающей последовательности

t1 < t2 < . . . < h0 , tk → h0 ,

соответствующая последовательность открытых множеств Vk = {m ∈
M : h(m) > tk} есть цепь, определяющая граничное множество ξ. Та-
ким образом, функция h(m) исчерпывает множество ξ в традиционном
смысле слова.

Функция h(m) : M → (0, h0) называется функцией исчерпания мно-
гообразия M, если выполняются следующие два условия:

(i) при всех t ∈ (0, h0) множества Bh(t) компактны;

(ii) для всякой последовательности t1 < t2 < . . . < h0 со свойством
limk→∞ tk = h0 последовательность h-шаров {Bh(tk)} образует исчерпа-
ние M, т.е.

Bh(t1) ⊂ Bh(t2) ⊂ . . . ⊂ Bh(tk) ⊂ . . . и ∪k Bh(tk) = M.

Пример 1.1.6 Пусть M – риманово многообразие. Положим

h(m) = dist (m,m0) ,

где m0 ∈ M есть фиксированная точка. Так как |∇h(m)| = 1 почти
всюду на M (см., например, леммы 1 и 2 в [45]), то функция

h(m) : M→ (0, h0) , h0 = sup
m∈M

dist (m,m0) ,

является функцией исчерпания многообразия M.

�

1.1.9 Специальная функция исчерпания

ПустьM – риманово многообразие с кусочно-гладким краем ∂M (воз-
можно пустым). Пусть h(m) : M → (0, h0) – функция исчерпания гра-
ничного множества ξ, подчиненная условиям:
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1) существует компактное множество K ⊂M такое, что

h(m) ∈ C2(M) ∩ C1(∂M\K);

2) h удовлетворяет на M\K уравнению

divM(|∇h|p−2∇h) = 0 (p > 1); (1.1.20)

3) в каждой точке m ∈ ∂M \ K, где край ∂M имеет касательную
плоскость Tm(∂M), выполняется

〈∇h(m), ν〉 = 0 (1.1.21)

(здесь ν – единичный вектор внутренней нормали к границе ∂M);

4) в окрестности каждой иррегулярной граничной точки градиент
∇h ограничен.

Функция исчерпания с указанными свойствами называется специаль-
ной функцией исчерпания граничного множества ξ. Если h(m) : M→
(0, h0) является функцией исчерпания многообразия M и удовлетворяет
перечисленным условиям 1)− 4), то она называется специальной функ-
цией исчерпания многообразия M.
Теорема 1.1.1 Пусть h(m) : M → (0, h0) – специальная функция ис-
черпания граничного множества ξ многообразия M. Тогда

(i) если h0 = ∞, то множество ξ имеет p-параболический тип;

(ii) если h0 <∞, то множество ξ имеет p-гиперболический тип.

Доказательство. Зафиксируем 0 < t1 < t2 < h0 так, чтобы K ⊂
Bh(t1). Мы имеем

capp(Bh(t1),M\Bh(t2);M) =
J

(t2 − t1)p−1 , (1.1.22)
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где

J =

∫
Σh(t)

|∇h|p−1dHn−1
M

есть величина, не зависящая от t > h(K) = sup{h(m) : m ∈ K}.
Действительно, выберем в вариационной проблеме (1.1.11) функцию

ϕ0, ϕ0(m) = 0 при m ∈ Bh(t1),

ϕ0(m) =
h(m)− t1
t2 − t1

, m ∈ Bh(t2) \Bh(t1)

и ϕ0(m) = 1 при m ∈ M \ Bh(t2). Пользуясь формулой Кронрода –
Федерера, получаем

capp(Bh(t1),M\Bh(t2);M) ≤
∫
M

|∇ϕ0|p ∗ 11M ≤

≤ 1

(t2 − t1)p

∫
t1<h(m)<t2

|∇h(m)|p ∗ 11M =

=
1

(t2 − t1)p

t2∫
t1

dt

∫
Σh(t)

|∇h(m)|p−1dHn−1
M .

Так как специальная функция исчерпания удовлетворяет уравнению
(1.1.20) и имеет место граничное условие (1.1.21), для произвольной пары
значений

τ1 , τ2 , h(K) < τ1 < τ2 < h0 ,

имеем ∫
Σh(t2)

|∇h|p−1dHn−1
M −

∫
Σh(t1)

|∇h|p−1dHn−1
M =

=

∫
Σh(t2)

|∇h|p−2〈∇h, ν〉 dHn−1
M −

∫
Σh(t1)

|∇h|p−2〈∇h, ν〉 dHn−1
M =
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=

∫
t1<h(m)<t2

divM(|∇h|p−2∇h) ∗ 11M = 0 .

Таким образом, устанавливаем неравенство

capp(Bh(t1),M\Bh(t2);M) ≤ J

(t2 − t1)p−1 .

В силу предположений, выполняющихся для специальной функции
исчерпания, функция ϕ0(m) является экстремалью в вариационной про-
блеме (1.1.11). Эта экстремаль единственна и, тем самым, доставляет
равенство в предыдущее соотношение. Данное заключение влечет спра-
ведливость (1.1.22).

Если h0 = ∞, то, полагая t2 →∞ в (1.1.22), заключаем о p-параболич-
ности типа граничного множества ξ.

Предположим, что h0 < ∞. Зададим произвольно исчерпание {Uk}
и область D ⊂ M. Выберем t0 > 0 так, чтобы h-шар Bh(t0) содержал
компактное множество K.

Поскольку тип ξ = {Uk} не зависит от выбора области D, без огра-
ничения общности мы можем предполагать, что D ⊇ Bh(t0). Положим
tk = supm∈∂Uk

h(m). При tk > t0 имеем

capp(D,Uk;M) ≥ capp(Bh(t0), Bh(tk);M) = J/(tk − t0)
p−1 ,

и, далее,
lim inf
k→∞

capp(D,Uk;M) ≥ J/(h0 − t0)
p−1 > 0.

Сказаное гарантирует, что граничное множество ξ имеет p-гиперболи-
ческий тип. �

Пример 1.1.7 Пусть A ⊂ Rk – неограниченная область, 1 ≤ k < n, и
пусть B есть (n− k)-мерное компактное риманово многообразие с краем
либо без края. Рассмотрим прямое риманово произведение M = A × B
(с надлежащей метрикой).

Обозначим через x ∈ A, b ∈ B и (x, b) ∈ M точки соответствующих
многообразий. Пусть π : A × B → A и η : A × B → B – естественные
проекции многообразия M.

Предположим, что функция h(x) является специальной функцией ис-
черпания области A, подчиненной условиям (1.1.20) и (1.1.21). Рассмот-
рим функцию h∗ = h ◦ π : M→ (0, h0). Мы имеем

∇h∗ = ∇(h ◦ π) = (∇xh) ◦ π
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и
div (|∇h∗|p−2∇h∗) = div

(
|∇(h ◦ π)|p−2∇(h ◦ π)

)
=

= div
(
|∇xh|p−2 (∇xh) ◦ π

)
=

=
( k∑
i=1

∂

∂xi

(
|∇xh|p−2 ∂h

∂xi

))
◦ π .

Поскольку h(x) есть специальная функция исчерпания A, то

div (|∇h∗|p−2∇h∗) = 0.

Проверим выполнимость предположения (1.1.21) для специальной
функции исчерпания M. Пусть (x, b) ∈ ∂M – произвольная точка, в
которой край ∂M имеет касательную гиперплоскость, и пусть ν – вектор
единичной нормали к ∂M.

Если x ∈ ∂A, то ν = ν1 + ν2, где вектор ν1 ∈ Rk ортогонален границе
∂A и ν2 – вектор из Tb(B). Таким образом,

〈∇h∗, ν〉 = 〈(∇xh) ◦ π, ν1〉 = 0,

поскольку h является специальной функцией исчерпания на A и она
удовлетворяет предположению (1.1.21) на ∂A.

Если b ∈ ∂B, то вектор ν ортогонален ∂B × Rk и

〈∇h∗, ν〉 = 〈(∇xh) ◦ π, ν〉 = 0,

поскольку вектор (∇xh) ◦ π параллелен Rk.
Проверка других требований к специальной функции исчерпания мно-

гообразия M не вызывает трудностей.
Таким образом, функция

h∗ = h∗(x, b) = h ◦ π : M→ (0, h0) (1.1.23)

есть специальная функция исчерпания многообразия M = A× B.
�

Пример 1.1.8 Пусть A, dimA = k ≥ 1, – компактное риманово много-
образие с кусочно-гладким краем или без края. Рассмотрим декартово
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произведение M = A × Rn, n ≥ 1. Обозначим через a ∈ A, x ∈ Rn

и (a, x) ∈ M точки соответствующих пространств. Легко видеть, что
функция

h(a, x) =


ln |x|, p = n,

|x|
p−n
p−1 , p 6= n

является специальной функцией исчерпания для многообразия M. Та-
ким образом, при p ≥ n данное многообразие имеет p-параболический
тип и при p < n – p-гиперболический.

�

Пример 1.1.9 Пусть (r, θ), где r ≥ 0, θ ∈ Sn−1(0, 1), – сферические
координаты в Rn. Пусть U ⊂ Sn−1(0, 1) – произвольная область на еди-
ничной сфере Sn−1(0, 1). Зафиксируем 0 ≤ r1 < r2 < ∞ и рассмотрим
область

D = {(r, θ) ∈ Rn : r1 < r < r2, θ ∈ U} (1.1.24)
с метрикой

ds2
M = α2(r)dr2 + β2(r)dl2θ, (1.1.25)

где α(r), β(r) > 0 суть C0-функции на [r1, r2) и dlθ есть элемент длины
на Sn−1(0, 1).

МногообразиеM = (D, ds2
M) является искривленным римановым про-

изведением. В случае, когда α(r) ≡ 1, β(r) = 1 и U = Sn−1(0, 1), много-
образие M изометрично цилиндру в Rn+1. В случае α(r) ≡ 1, β(r) = r,
U = Sn−1(0, 1) многообразие M является сферическим кольцом в Rn.

Элемент объема в метрике (1.1.25) задается выражением

dσM = α(r) βn−1(r) dr dSn−1 , Sn−1 = Sn−1(0, 1) .

Если φ(r, θ) ∈ C1(D), то

|∇φ|2 =
1

α2 (φ
′
r)

2 +
1

β2 |∇θφ|2,

где ∇θφ – градиент в метрике единичной сферы Sn−1(0, 1).
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Для специальной функции исчерпания h(r, θ) ≡ h(r) уравнение
(1.1.20) имеет вид

d

dr

(( 1

α(r)

)p−1(
h′r(r)

)p−1
βn−1(r)

)
= 0.

Решения данного уравнения суть функции

h(r) = C1

r∫
r1

α(t)

β
n−1
p−1 (t)

dt+ C2 ,

где C1 и C2 – постоянные.
Так как функция h(r), очевидно, удовлетворяет граничному условию

(1.1.21), как и другим условиям раздела 1.1.9, мы находим, что при вы-
полнении предположения

r2∫
α(t)

β
n−1
p−1 (t)

dt = ∞ (1.1.26)

функция

h(|x|) =

|x|∫
r1

α(t)

β
n−1
p−1 (t)

dt , |x| < r2 , (1.1.27)

есть специальная функция исчерпания многообразия M.

�

Пример 1.1.10 Зафиксируем целое k, 1 ≤ k ≤ n, и положим

dk(x) =
( k∑
i=1

x2
i

)1/2
.

Легко видеть, что |∇dk(x)| = 1 всюду в Rn \ Σ0, где Σ0 = {x ∈ Rn :
dk(x) = 0}. Множество

Bk(t) = {x ∈ Rn : dk(x) < t}
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есть k-шар, а множество

Σk(t) = {x ∈ Rn : dk(x) = t}
есть k-сфера в Rn.

Будем говорить, что неограниченная область D ⊂ Rn является k-
допустимой, если для каждого t > infx∈D dk(x) множество D ∩ Bk(t)
предкомпактно.

Ясно, что всякая неограниченная область D ⊂ Rn является n-допусти-
мой. В общем случае областьD является k-допустимой тогда и только то-
гда, когда функция dk(x) есть функция исчерпания D. Нетрудно видеть,
что если область D ⊂ Rn является k-допустимой, то она и l-допустима
при любом k < l ≤ n.

Фиксируем 1 ≤ k < n. Пусть ∆ – ограниченная область в плоскости
x1 = . . . = xk = 0 и пусть

D = {x = (x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn ∈ Rn : (xk+1, . . . , xn) ∈ ∆} (1.1.28)

– замкнутая область в Rn.
Область D является k-допустимой. Поверхности Σk(t) ортогональны

границе ∂D и, тем самым, 〈∇dk, ν〉 = 0 всюду на границе. Функция

h(x) =


ln dk(x) при p = k ,

d
(p−k)/(p−1)
k (x) p 6= k

(1.1.29)

является специальной функцией исчерпания области D. Тем самым, при
p ≥ k область D имеет p-параболический тип, и p-гиперболический –
при p < k.

�
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1.2 Граничные множества абстрактной поверхности

В разделе приводятся признаки параболичности и гиперболичности гра-
ничных множеств абстрактных поверхностей вида Ω = (D,H, k). Ука-
зывается связь между изопериметрическими свойствами поверхности и
гиперболичностью типа. Рассматриваются поверхности, расположенные
над областями специального вида.

1.2.1 Признаки параболичности и гиперболичности

Пусть Ω = (D,H, k) – абстрактная поверхность, заданная над областью
D ⊂ Rn, n ≥ 2. Пусть ξ – некоторое граничное множество поверхности
Ω. Зафиксируем локально липшицеву функцию

h(x) : D → (0, h0) , 0 < h0 ≤ ∞ ,

такую, что

ess inf
K
|∇h(x)| > 0 для любого K ⊂⊂ D .

Как и выше, для произвольного t ∈ (0, h0) полагаем

Bh(t) = {x ∈ D : h(x) < t} ,

Σh(t) = {x ∈ D : h(x) = t}
и, далее,

Uh(t) = D \Bh(t) = {x ∈ D : h(x) > t} .
Ясно, что функция h(x) исчерпывает граничное множество ξ, тогда и
только тогда, когда для любой последовательности

{tm}∞m=1 , tm < tm+1 , tm → h0 ,

цепь подобластей {Uh(tm)} определяет ξ.
Пусть h(x) – функция исчерпания граничного множества ξ, p > 1 и

пусть

λh(t) =

∫
Σh(t)

Gp(x,∇h) k(x)

|∇h(x)|
dHn−1 ,

где dHn−1 – элемент (n−1)-мерной меры Хаусдорфа на множестве Σh(t).
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Согласно формуле Кронрода – Федерера для ко-площади имеем∫
D

Gp(x,∇h) dΩ =

h0∫
0

λh(t) dt .

Тем самым, для почти всех t ∈ (0, h0) величина λh(t) положительна. Па-
раболичность либо гиперболичность типа граничного множества ξ зави-
сит от поведения величины λh(t) в окрестности точки h0. Имеет место

Теорема 1.2.1 Если
h0∫
λ

1
1−p

h (t) = +∞ , p > 1 , (1.2.1)

то граничное множество ξ имеет p-параболический тип в метрике
поверхности Ω.

Доказательство. Зададим τ2 > τ1 так, чтобы 0 < τ1 < τ2 < h0. Оценим
p-емкость конденсатора (∆, Uh(τ2);D), где ∆ ⊂⊂ Bh(τ1) – подобласть
D. Выберем произвольно локально липшицеву на (0, h0) функцию ϕ(t),
равную 1 при t ≤ τ1 и обращающуюся в 0 при t ≥ τ2. Функция ϕ(h(x))
допустима в вариационной задаче (1.1.11) при вычислении емкости кон-
денсатора. Поэтому

capΩ,p(∆, Uh(τ2);D) ≤
∫
D

k(x)Gp(x,∇ϕ) dx1 . . . dxn =

=

∫
τ1<h(x)<τ2

k(x)ϕ′p(h(x))Gp(x,∇h) dx1 . . . dxn .

На основании формулы Кронрода – Федерера имеем∫
τ1<h(x)<τ2

k(x)ϕ′p(h(x))Gp(x,∇h) dx1 . . . dxn =

τ2∫
τ1

ϕ′p(t)λh(t) dt ,
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и потому

capΩ,p(∆, Uh(τ2);D) ≤
τ2∫
τ1

ϕ′p(t)λh(t) dt . (1.2.2)

Найдем минимум правой части (1.2.2). Для произвольной функции
ϕ(t) выполнено

1 ≤
τ2∫
τ1

|ϕ′(t)| dt ≤

 τ2∫
τ1

ϕ′pλh(t) dt

 1
p
 τ2∫
τ1

λ
1

1−p

h (t) dt


p−1

p

.

Следовательно, всегда τ2∫
τ1

λ
1

1−p

h (t) dt

1−p

≤
τ2∫
τ1

ϕ′pλh(t) dt . (1.2.3)

Выберем функцию ϕ(t) в виде

ϕ(t) =

 t∫
τ1

λ
1

1−p

h (t) dt

 τ2∫
τ1

λ
1

1−p

h (t) dt

−1

при t ∈ [τ1, τ2], ϕ(t) = 1 при t < τ1 и ϕ(t) = 0 при t > τ2. Легко видеть,
что данная функция доставляет равенство в (1.2.3), а потому из (1.2.2)
получаем

capΩ,p(∆, Uh(τ2);D) ≤

 τ2∫
τ1

λ
1

1−p

h (t) dt

1−p

. (1.2.4)

Полагая τ2 → h0 в (1.2.4), в силу условия (1.2.1) заключаем, что

lim
t→h0

capΩ,p(∆, Uh(t);D) = 0 .

Лемма 1.1.3 позволяет сделать вывод, что граничное множество ξ имеет
p-параболический тип в метрике Ω. �
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1.2.2 ”Взвешенные” объемы

Пусть D – область в Rn, n ≥ 2, и пусть Ω = (D,H, k) – абстрактная
поверхность, заданная над областью D линейным элементом (1.1.1) так,
что

H(x, dx) =

(
n∑

i,j=1

gij(x) dxi dxj

)1/2

, (1.2.5)

где gij(x) (i, j = 1, 2, . . . , n) – определенные почти всюду в области D
функции и квадратичная форма

n∑
i,j=1

gij(x) dxi dxj

положительно определена.
Мы предполагаем также, что плотность k(x) в определении абстракт-

ной поверхности задается в выражением k(x) =
√
g, g = det (gij) ≥ 0,

и почти всюду положительна. Элемент объема поверхности Ω в данном
случае имеет вид

dΩ =
√
g dx , dx = dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn . (1.2.6)

Пример 1.2.1 Указанным предположениям удовлетворяют, к примеру,
локально билипшицевы поверхности, описанные в примере 1.1.3. В част-
ности, рассмотрим график Ω локально липшицевой функции t = f(x),
заданной над областью D ⊂ Rn. Здесь почти всюду в D выполнено

gij(x) = δij + f ′xi
f ′xj

(i, j = 1, 2, . . . , n) (1.2.7)

и

g = 1 + |∇f |2 , gij = δij −
fxi
fxj

1 + |∇f |2
. (1.2.8)

�

Положим

G2(x, ξ) ≡ EΩ(ξ) =
n∑

i,j=1

gij(x) ξi ξj , (1.2.9)
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где gij(x) (i, j = 1, 2, . . . , n) – элементы матрицы, обратной к матрице
(gij).

Легко видеть, что при ξ ∈ Tx(Ω) величина EΩ(ξ) совпадает с квадратом
длины |ξ|2Ω ковектора ξ.

Для произвольной пары точек x′, x′′ ∈ D пусть sΩ(x′, x′′) означает
расстояние между x′, x′′ в метрике поверхности Ω = (D,H,

√
g), т.е.

sΩ(x′, x′′) = inf

∫
γ

hγ(x) dsγ ,

где точная нижняя грань берется по всевозможным локально спрямляе-
мым дугам γ ⊂ D, соединяющим x′ и x′′.

Будем говорить, что функция h(x) : D → R является липшицевой в
метрике поверхности Ω, если существует постоянная 0 < c <∞ такая,
что для любых x′, x′′ ∈ D выполнено

|h(x′)− h(x′′)| ≤ c sΩ(x′, x′′) . (1.2.10)

Следующий признак p-параболичности граничных множеств ξ (в мет-
рике поверхности) мы формулируем в терминах ”взвешенного” объема.

Теорема 1.2.2 Предположим, что граничное множество ξ поверхно-
сти Ω = (D,H,

√
g) имеет липшицеву в метрике dsΩ функцию исчерпа-

ния h(x) : D → (0,+∞). Тогда каждое из перечисленных ниже условий
влечет p-параболичность ξ:

(i) существуют постоянные a0 > 0 и 0 < s < p такие, что

lim inf
τ→+∞

τ s−p
∫

a0<h(x)<τ

h−s
√
g dx <∞ ; (1.2.11)

(ii) для некоторой постоянной a0 > 0 выполнено

lim inf
τ→+∞

1

lnp τ

∫
a0<h(x)<τ

h−p
√
g dx <∞ ; (1.2.12)



42 ГЛАВА 1. ГРАНИЧНЫЕ МНОЖЕСТВА

(iii) существует постоянная s > p такая, что

lim inf
τ→+∞

τ s−p
∫

τ<h(x)

h−s
√
g dx <∞ . (1.2.13)

Доказательство. Заметим сначала, что при любых s > 0 и 0 < τ1 < τ2
выполнено τ2∫

τ1

τ−
s
p dτ

p

≤

 τ2∫
τ1

λh(τ)

τ s
dτ

  τ2∫
τ1

λ
1

1−p

h (τ) dτ

p−1

.

Отсюда получаем

 τ2∫
τ1

λ
1

1−p

h (τ) dτ

1−p

≤

 τ2∫
τ1

τ−
s
p dτ

−p

×

×
∫

τ1<h(x)<τ2

Ep/2Ω (∇h)
√
g

hs
dx .

(1.2.14)

Так как функция исчерпания h(x) удовлетворяет (1.2.10), то в каждой
точке дифференцируемости функции h(x) выполнено

EΩ(∇h(x)) ≤ c2 ,

где c – постоянная из (1.2.10). Это ясно, если вспомнить, что величина
EΩ(∇h(x)) есть квадрат модуля градиента h в метрике поверхности F .
Формальное доказательство можно найти, например, в [44, п. 3.3].
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Из соотношения (1.2.14) следует τ2∫
τ1

λ
1

1−p

h (τ) dτ

1−p

≤ cp

 τ2∫
τ1

τ−
s
p dτ

−p

×

×
∫

τ1<h(x)<τ2

h−s
√
g dx .

(1.2.15)

Условие (1.2.11) влечет +∞∫
a0

λ
1

1−p

h (τ) dτ

1−p

≤ c1 lim inf
τ→+∞

τ s−p
∫

a0<h(x)<τ

h−s
√
g dx <∞ .

Постоянная c1 и предел в правой части не зависят от величины a0 > 0.
Это возможно в том и только том случае, когда выполнено (1.2.1). На
основании теоремы 1.2.1 делаем вывод о p-параболичности граничного
множества ξ в случае (i).

В случае (ii) из (1.2.12) и (1.2.15) выводим +∞∫
a0

λ
1

1−p

h (τ) dτ

1−p

≤ cp lim inf
τ→+∞

1

lnp τ

∫
a0<h(x)<τ

h−p
√
g dx <∞ .

Как и выше, убеждаемся в p-параболичности граничного множества ξ.
Пусть s > p. Переходя к пределу при τ2 → +∞ в (1.2.15), при всяком

τ1 = τ > 0 имеем +∞∫
τ

λ
1

1−p

h (τ) dτ

1−p

≤ c2 τ
s−p

∫
τ<h(x)

h−s
√
g dx <∞ .

Условие (1.2.13) влечет (1.2.1) и тем самым p-параболичность ξ. �
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Задача 1.2.16 Другие варианты теоремы 1.2.1, сформулированные в
терминах взвешенных объемов, см. в работе [42]. Однако относительно
возможности применения этих признаков параболичности в конкретных
оценках для решений уравнений типа минимальной поверхности пока не
ясно. Было бы интересно исследовать данный вопрос более полно.

1.2.3 Изопериметрия и гиперболичность

Ниже мы укажем один признак гиперболичности типа, формулируемый
в терминах изопериметрии [78]. Пусть Ω = (D,H,

√
g) – абстрактная по-

верхность, заданная над областью D ⊂ Rn, n ≥ 2, как в разделе 1.2.2.
Пусть ξ � {Um}∞k=1 – граничное множество поверхности Ω. Зафиксиру-
ем произвольно подобласть ∆ ⊂⊂ U1 и рассмотрим класс подобластей
{G}, содержащих множество ∆ и таких, что G∩Um = ∅ для некоторого
m = 1, 2, . . .. Обозначим через VΩ(G) объем G \ ∆ в метрике поверхно-
сти Ω, через SΩ(∂′G) – (n − 1)-мерную меру Хаусдорфа в метрике dsΩ
относительной границы ∂′G = ∂G ∩D, т.е.

V (G) =

∫
G

√
g(x) dx1 . . . dxn и SΩ(∂′G) =

∫
∂′G

H(x, dx) .

Предположим, что существует непрерывная, положительная на [0, v),
v = VΩ(D), функция θ(τ) такая, что для всякой подобласти G ∈ {G}
выполнено

θ(VΩ(G)) ≤ SΩ(∂′G) . (1.2.17)
Функцию θ будем называть изопериметрической функцией граничного
множества ξ.

Теорема 1.2.3 Если граничное множество ξ поверхности Ω =
(D,H,

√
g) имеет изопериметрическую функцию θ(τ), удовлетворяю-

щую условию
v∫
θ

p
1−p (τ) dτ <∞ , p > 1 , (1.2.18)

то множество ξ имеет p-гиперболический тип в метрике поверхно-
сти Ω.
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Доказательство. Зададим конденсатор (∆, Um;D), m = 1, 2, . . ., и
некоторую функцию ϕ : D → [0, 1], допустимую в вариационной задаче
(1.1.11) при вычислении его емкости. Нашей целью является получение
оценки снизу p-емкости конденсатора (∆, Um;D). Не ограничивая общ-
ности, можем считать, что для всякой подобласти D′ ⊂⊂ D \ (∆ ∪ Um)
выполнено 0 < ϕ(x) < 1, причем

0 < ess inf
x∈D′

|∇ϕ(x)| ≤ ess sup
x∈D′

|∇ϕ(x)| <∞ .

Для произвольного t ∈ [0, 1] полагаем

G(t) = {x ∈ D : t < ϕ(x) < 1} , I(t) = {x ∈ D : ϕ(t) = t}

и, далее,

V (t) = VΩ(G(t)) =

∫
G(t)

√
g(x) dx ,

U(I(t)) =

∫
I(t)

G(x,∇ϕ|)
|∇ϕ|

√
g(x) |dx| .

Так как функция ϕ локально липшицева, то в силу теоремы 1.5.1 [86],
множества I(t) счетно (Hn−1, n − 1)–спрямляемы для почти всех t ∈
(0, 1). Тем самым, для почти всех t ∈ (0, 1) выполнено

SΩ(I(t)) =

∫
I(t)

H(x, dx) . (1.2.19)

В соответствии с теоремой 1.5.2 указанной монографии Hn−1–почти
всюду на таких поверхностях I(t) существуют касательные к ним гипер-
плоскости. Пусть a ∈ I(t) – точка с отмеченными свойствами. Зададим
ортонормальный базис e1, . . . , en в точке a так, чтобы квадратичная фор-
ма H2(a, dx) имела вид

H2(a, dx) =
n∑
i=1

λi dx
2
i , λi > 0 .
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Тогда g(a) = λ1 · · ·λn и

G2(a, dx) =
n∑
i=1

1

λi
dx2

i .

Пусть ν = (ν1, . . . , νn) – нормальный в точке a к I(t) единичный век-
тор. Для произвольного касательного в точке a к I(t) единичного вектора
τ = (τ1, . . . , τn) мы имеем

H(a, τ) g−1/2 =

(
n∑
i=1

λi
λ1 · · ·λn

τ 2
i

)1/2

=

По формуле Кронрода – Федерера∫
G(t)\∆

dx =

1∫
t

dt

∫
I(t)

|dx|
|∇ϕ|

.

Отсюда

V ′(t) = −
∫
I(t)

|dx|
|∇ϕ|

.

Заметим, что  ∫
I(t)

|∇Fϕ|
|∇ϕ|

|dx|


p

≤

 ∫
I(t)

|∇Fϕ|p

|∇ϕ|
|dx|

×

×

 ∫
I(t)

|dx|
|∇ϕ|


p−1

.

Так как ∂′G(t) ⊂ I(t), то в силу условия изопериметричности (1.2.17)
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граничного множества ξ имеем

θ (VΩ(G(t))) ≤ SΩ(∂′G(t)) ≤
∫
I(t)

|∇Ωϕ|
|∇ϕ|

|dx| ,

откуда вытекает, что

∫
D

|∇Ωϕ|p dx =

1∫
0

dt

∫
I(t)

|∇Ωϕ|p

|∇ϕ|
|dx| ≥

≥
1∫

0

θp (V (t)) |V ′(t)|1−pdt .

(1.2.20)

Пусть t = t(V ) – функция, обратная к функции V = V (t). Тогда

1∫
0

θp(V (t))|V ′(t)|1−p dt =

Vm∫
V0

θp(τ)|t′(τ)|p dτ ,

где
V0 = VΩ(∆) , Vm = VΩ(D \ Um) .

Замечая, что

1 ≤

 Vm∫
V0

|t′(τ)| dτ

p

≤

 Vm∫
V0

θp(τ) |t′(τ)|p dτ

  Vm∫
V0

θ
p

1−p (τ) dτ

p−1

,

выводим

1∫
0

θp(V (t)) |V ′(t)|1−p dt ≥

 Vm∫
V0

|t′(τ)|
p

1−p dτ

1−p

.
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Неравенство (1.2.20) позволяет теперь заключить, что

∫
D

|∇Ω(ϕ)|p dx ≥

 Vm∫
V0

θ
p

1−p (τ) dτ

1−p

.

Переходя к точной нижней грани по ϕ, приходим к неравенству Vm∫
V0

θ
p

1−p (τ) dτ

1−p

≤ capΩ,p(∆, Um;D) . (1.2.21)

В силу условия (1.2.18) для изопериметрической функции θ из (1.2.21)
находим

lim
m→∞

inf capΩ,p(∆, Um;D) > 0 .

Это означает, что граничное множество ξ имеет p-гиперболический тип.
�

1.2.4 ”Угловые” и ”цилиндрические” области

Пусть (r, ω) – сферические координаты в Rn с полюсом в точке x = 0, dω
– элемент (n − 1)-мерной площади на единичной сфере Sn−1(0, 1). Обо-
значим через lω луч, выходящий из начала координат Rn в направлении
ω ∈ Sn−1(0, 1), через

K(τ ′, τ ′′) = {x ∈ Rn : τ ′ < |x| < τ ′′}

– сферическое кольцо. Выберем произвольно область ∆ ⊂ Sn−1(0, 1) и
постоянные 0 ≤ a < b ≤ +∞. Положим

D(a, b; ∆) = {x ∈ K(a, b) : x ∈ lω, ω ∈ ∆} .

Рассмотрим абстрактную поверхность Ω = (D,H, k), заданную над
”угловой” областью D = D(a, b; ∆) посредством линейного элемента
(1.2.5) и элемента объема (1.2.6). Пусть

δ(r, ω) dr = H(x, dx)|lω , ω ∈ ∆ , a < r < b ,

означает сужение dsΩ на lω.
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Зададим граничное множество ξ на Ω цепью {Um}∞m=1 областей

Um = {x ∈ D(a, b; ∆) : τm < |x|} ,
где

a < τ1 < τ2 < . . . < τm < . . . , lim
m→∞

τm = b ,

– произвольная последовательность чисел.
Имеет место

Теорема 1.2.4 Предположим, что имеется измеримое множество

E ⊂ ∆ , Hn−1(E) > 0 ,

такое, что для всякой точки ω ∈ E выполнено
b∫
k

1
1−p (r, ω) δ

p
p−1 (r, ω) r

n−1
1−p dr <∞ . (1.2.22)

Тогда граничное множество ξ имеет (Ω, p)-гиперболический тип.

Доказательство. Зафиксируем m > 1 и оценим снизу емкость конден-
сатора (D \ U1, Um;D). В силу теоремы 1.1.1 имеем

capΩ,p(D \ U1, Um;D) = modΩ,p(D \ U1, Um;D) .

Пусть ρ – произвольная функция, допустимая при вычислении модуля
данного конденсатора. Так как прямолинейный отрезок lω ∩ K(τ1, τm)
содержится в D(a, b; ∆) и соединяет множества D \ U1 и Um, то для
всякого направления ω ∈ ∆ выполнено

1 ≤
∫

lω∩K(τ1,τm)

ρ(x) dsF =

τm∫
τ1

ρ(r, ω) δ(r, ω) dr .

Отсюда получаем

1 ≤

 τm∫
τ1

ρp(x)k(x)rn−1dr

  τm∫
τ1

k
1

1−p (r, ω) δ
p

p−1 (r, ω) r
n−1
1−p dr

p−1

,
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а потому ∫
∆

dω

 τm∫
τ1

k
1

1−p (r, ω) δ
p

p−1 (r, ω) r
n−1
1−p dr

1−p

≤

≤
∫
∆

dω

τm∫
τ1

ρp(x) k(x) rn−1 dr ≤
∫

D(a,b;∆)

ρp dΩ .

Поскольку допустимая функция ρ(x) произвольна, то, переходя здесь к
точной нижней грани по ρ, находим∫

∆

dω

 τm∫
τ1

k
1

1−p (r, ω) δ
p

p−1 (r, ω) r
n−1
1−p dr

1−p

≤ modk,p(D \ U1, Um;D) .

Тем самым приходим к нужной оценке∫
∆

dω

 τm∫
τ1

k
1

1−p (r, ω) δ
p

p−1 (r, ω) r
n−1
1−p dr

1−p

≤ (1.2.23)

≤ capΩ,p(D \ U1, Um;D) .

Из (1.2.23) выводим

lim
m→∞

∫
∆

dω

 τm∫
τ1

k
1

1−p (r, ω) δ
p

p−1 (r, ω) r
n−1
1−p dr

1−p

≤

≤ lim
m→∞

capΩ,p(D \ U1, Um;D) .

Условие (1.2.22) тогда влечет

lim
m→∞

capΩ,p(D \ U1, Um;D) > 0 .
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Выполнение данного свойства хотя бы для одной цепи из класса экви-
валентности ξ означает (Ω, p)-гиперболичность типа граничного множе-
ства ξ. �

Использованный прием оценки (k, p)-емкости конденсатора снизу при-
годен для широкого класса ”правильных” областей в Rn или, в общем
случае, для областей на многообразиях с системой полугеодезических
координат. Мы оставляем общий случай заинтересованному читателю в
качестве задачи, ограничиваясь здесь только рассмотрением случая гра-
ничных множеств цилиндрических областей в Rn.

Пусть ∆ – ограниченная область в гиперплоскости x1 = 0 простран-
ства Rn. Зададим постоянные −∞ ≤ a < b ≤ +∞ и определим область
D = D(a, b; ∆) в Rn как декартово произведение (a, b)×∆.

Пусть Ω = (D,H, k) – абстрактная поверхность над ”цилиндрической”
областью D = D(a, b; ∆), задаваемая посредством линейного элемен-
та (1.2.5) и элемента объема (1.2.6). Для фиксированной точки ′x =
(x2, x2, . . . , xn) ∈ ∆, как и выше, полагаем

δ(x1,
′x) dτ = H(x, dx)|l ′x ,

где
l ′x = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : (x2, . . . , xn) = ′x ∈ ∆} ,

Предположим, что граничное множество ξ поверхности Ω задано це-
пью {Um}∞m=1 областей

Um = {x = (x1,
′x) ∈ Rn : x1 > τm} ,

где
a < τ1 < τ2 < . . . < τm < . . . , lim

m→∞
τm = b ,

Справедлива

Теорема 1.2.5 Если существует множество E ⊂ ∆, Hn−1(E) > 0,
такое, что для любого ′x ∈ E выполнено

b∫
k

1
1−p (τ, ′x) δ

n
n−1 (τ, ′x) dτ <∞ , (1.2.24)

то граничное множество ξ имеет (Ω, p)-гиперболический тип.
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Доказательство. Как и выше, достаточно получить оценку (Ω, p)-моду-
ля конденсатора (D \U1, Um;D), m > 1. Отрезок l ′x ∩ (U1 \Um), ′x ∈ ∆,
соединяет в D множества D \ U1 и Um. Поэтому для любой, допустимой
при вычислении модуля конденсатора (D \ U1, Um;D) функции ρ(x) =
ρ(x1,

′x) при ′x ∈ ∆ имеем
τm∫
τ1

ρ(τ, ′x) δ(τ, ′x) dτ ≥ 1 .

Отсюда

1 ≤

 τm∫
τ1

ρp k dτ

  τm∫
τ1

k
1

1−p δ
p

p−1 dτ

p−1

и, далее, приходим к оценке∫
∆

d ′x

 τm∫
τ1

k
1

1−p (τ, ′x) δ
n

n−1 (τ, ′x) dτ

1−p

≤

≤ modΩ,p(D \ U1, Um;D) .

(1.2.25)

Неравенство (1.2.25) вместе с условием (1.2.24) гарантирует, что

lim
m→∞

modΩ,p(D \ U1, Um;D) > 0 .

Используя теорему 1.1.1, получаем нужное. �

Замечание 1.2.1 Сделаем замечание к истории вопроса. Впервые связь
между скоростью роста объема геодезического шара на многообразии и
параболичностью типа многообразия была установлена при p = 2 Чен-
гом и Яу [132]. В случае, когда p = 2, s = 0 и h(x) – геодезическое
расстояние от некоторой фиксированной точки на поверхности, условие
(1.2.11) параболичности из теоремы 1.2.2 является некоторой модифика-
цией указанного результата Ченга и Яу.

В случае p = 2 условие (1.2.12) было использовано В.М. Миклюковым
[71] в процессе доказательства параболичности типа графиков решений
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уравнений типа минимальной поверхности (см. также [88], [43] и в случае
произвольного p = n ≥ 2 — [41]).

Условие p-гиперболичности (1.2.18) граничного множества ξ в случае
евклидовой метрики dsΩ = |dx| можно получить из известных оценок
p-емкости (см., например, [65, стр. 96]). В случае, когда Ω – полное ри-
маново многообразие и p = 2 условие (1.2.18) гиперболичности типа
Ω получено А.А. Григорьяном [33] (см. также [41] для произвольного
p > 1).

Условие p-параболичности (1.2.13), как и условия p-гиперболичности
типа (1.2.22) и (1.2.24) впервые, видимо, были получены в [78]. Вместе
с тем оценки (1.2.23) и (1.2.25), на которых базируются эти условия, в
случае евклидовой метрики dsΩ = |dx| были известны еще Тейхмюллеру
[235] (см. также [22, стр. 169-172]).
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1.3 Графики

Целью данного раздела является получение признаков 2-параболичности
и 2-гиперболичности граничных множеств поверхностей F ⊂ Rn+1, яв-
ляющихся графиками локально липшицевых решений xn+1 = f(x) диф-
ференциальных уравнений типа минимальной поверхности в Rn+1 либо
максимальной поверхности в пространстве Минковского Rn+1

1 . Пробле-
ма получения эффективных условий параболичности и гиперболично-
сти типа для явно заданных гиперповерхностей в Rn+1 была поставлена
Дж. Милнором [214].

1.3.1 Оценка модуля конденсатора на графике

Пусть D – область в Rn и
A(x, ξ) = (A1(x, ξ), A2(x, ξ), . . . , An(x, ξ))

– вектор-функция класса C1, определенная для всех x ∈ D и всех ξ ∈ Rn.
Предположим, что существуют постоянные ν1, ν2 > 0 такие, что всюду
на D × Rn выполнено

ν1
|ξ|2√

1 + |ξ|2
≤

n∑
i=1

ξiAi(x, ξ) , (1.3.1)

|A(x, ξ)| ≤ ν2
|ξ|√

1 + |ξ|2
. (1.3.2)

Рассмотрим дифференциальное выражение

L[f(x)] =
n∑
i=1

d

dxi
Ai(x,∇f) . (1.3.3)

Отметим, что условиям (1.3.1), (1.3.2) с постоянными ν1 = ν2 = 1
удовлетворяет, в частности, оператор средней кривизны

L0[f ] =
n∑
i=1

∂

∂xi

(
fxi√

1 + |∇f |2

)
. (1.3.4)

Введем обозначения. Пусть
χ = (x, xn+1) = (x1, . . . , xn, xn+1)
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– произвольная точка в Rn+1, и пусть xn+1 = f(x) – функция, опреде-
ленная на множестве E ⊂ Rn. Положим

(E, f) =

{
χ = (x, xn+1) ∈ Rn+1 : 0 ≤ xn+1

f(x)
≤ 1 , x ∈ E

}
.

Пусть ∆ – подобласть области D. Зафиксируем конденсатор (P,Q; ∆)
и обозначим через P̃ , Q̃ множества точек χ ∈ Rn+1, лежащих на графике
F функции xn+1 = f(x) над множествами P , Q соответственно. Через Γ̃
обозначим множество локально спрямляемых дуг γ̃, лежащих на части
F , высекаемой цилиндром ∆× R1, и соединяющих P̃ и Q̃.

ПустьR(χ) ≥ 0 – произвольная непрерывная на ∆×R1 и удовлетворя-
ющая условию Липшица локально на ∆×R1 функция. Введем величину

d(R) = inf
γ̃∈Γ̃

∫
γ̃

R(χ) |dχ| . (1.3.5)

Основным средством для оценок 2-модуля mod2,F (P,Q; ∆) конденса-
тора (P,Q; ∆) на поверхности F является

Теорема 1.3.1 Предположим, что дифференциальное выражение L[f ]
определенно соотношением (1.3.3) и удовлетворяет условиям (1.3.1),
(1.3.2). Тогда для произвольной функции f класса C2 в D, произвольной
R(χ) ≥ 0 и произвольного конденсатора (P,Q; ∆) выполнено

ν1modF,2(P,Q; ∆) ≤ 2
√
ν2

1 + ν2
2

d2(R)

∫
(∆,f)

R(χ)|∇R(χ)| dχ+

+
ν2

d2(R)

∫
∆

R2(x, 0) dx− 1

d2(R)

∫
∆

L[f(x)] dx

f(x)∫
0

R2(x, t) dt+

+
ν1

d2(R)
lim inf

∫
(∂∆m,f)

R2(χ)Hn(dχ) , (1.3.6)

где ∇R(χ) = ∇Rn+1R(χ) и нижний предел берется по всевозможным
последовательностям ограниченных областей ∆m, ∆m ⊂ ∆, с кусочно-
гладкими границами.
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Задача 1.3.7 Следует отметить, что оценка (1.3.6) остается содержа-
тельной, если, во-первых, при вычислении точной нижней грани в (1.3.5)
рассматривать (более широкое, нежели Γ̃) множество всех кривых, лежа-
щих в цилиндре ∆ × R1 и соединяющих P̃ , Q̃ а, во-вторых, расширить
множества (∆, f), (∂∆m, f), по которым производится интегрирование
в (1.3.6), заменив их на множества ∆ × R1, ∂∆m × R1 соответственно.
Минимизируя после этого правую часть (1.3.6) по всем функциям R(χ)
указанного вида, мы придем к величине, зависящей только от геометрии
конденсатора и значений f(x) на множествах P и Q. Однако функцио-
нал, который необходимо минимизировать в этом случае, имеет довольно
сложное строение. Поэтому все известные нам применения неравенства
(1.3.6) основываются на эмпирическом подборе функции R(χ), и выбору
той или иной функцииR(χ) не всегда можно дать простую мотивировку.
Впрочем, это является общим недостатком модульной техники.

Было бы желательно указать точное значение описанного выше функ-
ционала хотя бы в некоторых случаях.

Доказательство теоремы 1.3.1. Предположим сначала, что ∆ – стро-
го внутренняя, ограниченная подобласть D с кусочно-гладкой границей.
Зададим функцию

Φ(x) =

f(x)∫
0

R2(x, t) dt

и воспользуемся формулой Гаусса – Остроградского∫
∆

n∑
i=1

Φxi
Ai(x,∇f) dx+

∫
∆

ΦL[f ] dx =

=

∫
∂∆

Φ
n∑
i=1

Ai(x,∇f) cos(n, xi)Hn−1(dx) ,

где (n, xi) (i = 1, 2, . . . , n) – угол между единичным вектором n внешней
нормали к ∂∆ и осью Oxi.

Отсюда получаем∫
∆

R2(x, f(x))
n∑
i=1

fxi
Ai(x,∇f) dx ≤

∫
∂∆

|Φ(x)| |A(x,∇f)|Hn−1(dx)−
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−
∫
∆

L[f(x)] dx

f(x)∫
0

R2(x, t) dt− 2
n∑
i=1

∫
∆

Ai(x,∇f) dx

f(x)∫
0

RR′
xi

(x, t) dt .

Пользуясь условиями (1.3.1), (1.3.2), приходим к неравенству

ν1

∫
∆

R2(x, f(x))
√

1 + |∇f |2 dx ≤ ν2

∫
∂∆

|Φ(x)|Hn−1(dx)+

+ν1

∫
∆

R2(x, f(x))
dx√

1 + |∇f |2
−
∫
∆

L[f(x)] dx

f(x)∫
0

R2(x, t) dt−

−2
n∑
i=1

∫
∆

Ai(x,∇f) dx

f(x)∫
0

RR′
xi

(x, t) dt . (1.3.8)

Для контурного интеграла имеем

∫
∂∆

|Φ(x)|Hn−1(dx) =

∫
∂∆

Hn−1(dx)

∣∣∣∣∣∣∣
f(x)∫
0

R2(x, t) dt

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∫
(∂∆,f)

R2(χ)Hn(dχ) . (1.3.9)

Далее заметим, что∫
∆

R2(x, f(x)) dx = 2

∫
∆

dx

f(x)∫
0

R(x, t)R′
xn+1

(x, t) dt+

∫
∆

R2(x, 0) dx .

Поэтому

−2
n∑
i=1

∫
∆

Ai(x,∇f) dx

f(x)∫
0

RR′
xi

(x, t) dt+
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+ν1

∫
∆

R2(x, f(x)) dx = ν1

∫
∆

R2(x, 0) dx+ 2

∫
∆

b(x) dx , (1.3.10)

где

b(x) =

f(x)∫
0

R

(
ν2R′

xn+1
(x, t) +

n∑
i=1

Ai(x,∇f)R′
xi

(x, t)

)
dt .

В силу неравенства Коши имеем(
ν1R′

xn+1
−

n∑
i=1

AiR′
xi

)2

≤ (ν2
1 + |A(x,∇f)|2)

n+1∑
i=1

(
R′
xi

)2
,

и из условия (1.3.2) на оператор L вытекает, что(
ν1R′

xn+1
−

n∑
i=1

AiR′
xi

)2

≤ (ν2
1 + ν2

2) |∇R(χ)|2 .

Таким образом, из (1.3.10) получаем

−2
n∑
i=1

∫
∆

Ai(x,∇f) dx

f(x)∫
0

RR′
xi

(x, t) dt+ ν1

∫
∆

R2(x, f(x)) dx ≤

≤ ν1

∫
∆

R2(x, 0) dx+ 2
√
ν2

1 + ν2
2

∫
(∆,f)

R(χ)|∇R(χ)| dχ . (1.3.11)

Объединяя неравенства (1.3.8), (1.3.9) и (1.3.11), приходим к неравен-
ству

ν1

∫
∆

R2(x, f(x))
√

1 + |∇f |2 dx ≤ 2
√
ν2

1 + ν2
2

∫
(∆,f)

R(χ) |∇R(χ)| dχ−

−
∫
∆

L[f(x)] dx

f(x)∫
0

R2(x, t) dt+ ν1

∫
∆

R2(x, 0) dx+ ν2

∫
(∂∆,f)

R2(χ)Hn(dχ) .



1.3. ГРАФИКИ 59

Пусть теперь ∆ – произвольная ограниченная подобласть области D.
Аппроксимируя ее последовательностью строго внутренних, ограничен-
ных областей ∆m и пользуясь каждый раз данным неравенством, будем
иметь

ν1

∫
∆

R2(x, f(x))
√

1 + |∇f |2 dx ≤ 2
√
ν2

1 + ν2
2

∫
(∆,f)

R(χ) |∇R(χ)| dχ−

−
∫
∆

L[f(x)] dx

f(x)∫
0

R2(x, t) dt+ ν1

∫
∆

R2(x, 0) dx+

+ lim inf

∫
(∂∆m,f)

R2(χ)Hn(dχ) . (1.3.12)

Функция

ρ(x) =
1

d(R)
R(x, f(x))

является допустимой в метрике

ds2
F =

n∑
i,j=1

(δij + f ′xi
f ′xj

) dxi dxj (1.3.13)

для семейства дуг, соединяющих множества P и Q в ∆. Чтобы убедиться
в этом, достаточно заметить, что∫

γ

R(x, f(x)) dsF =

∫
γ

R(χ) |dχ| ≥ d(R) .

Необходимая оценка модуля конденсатора непосредственно вытекает
теперь из неравенства (1.3.12). Теорема доказана. �

1.3.2 Решения неравенства fL[f ] ≥ 0

Рассмотрим приложения теоремы 1.3.1 в конкретных оценках модуля
конденсатора на поверхностях F , являющихся графиками решений диф-
ференциального неравенства f L[f ] ≥ 0 в областиD ⊂ Rn и, в частности,
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решений уравнения типа минимальной поверхности L[f ] = 0. Мы начнем
с примера, в котором выбор функции R(χ) наиболее прост.

Рассмотрим на F внутреннюю метрику

sF (x, y) = inf

∫
γ

dsF ,

где точная нижняя грань берется по всевозможным дугам γ, соединя-
ющим точки x и y в D. Закрепим точку y ∈ D и обозначим через Um
множество точек x ∈ D, в которых sF (x, y) > m (m = 1, 2, . . .).

Предположим, что
sup
x∈D

sF (x, y) = ∞ . (1.3.14)

Последовательность {Um} образует цепь. Рассмотрим граничное множе-
ства ξ, порождаемое этой цепью.

Теорема 1.3.2 Пусть f – функция класса C2, заданная над областью
конечного объема D ⊂ Rn и удовлетворяющая условию

lim inf

∫
∂Dm

|f(x)|Hn−1(dx) <∞ , (1.3.15)

где нижний предел берется по всевозможным последовательностям
ограниченных областей Dm, Dm ⊂ D, исчерпывающим область D.

Предположим, что дифференциальное выражение L[f ] определенно
соотношением (1.3.3) и удовлетворяет условиям (1.3.1), (1.3.2). Тогда
если всюду в D выполнено

f(x)L[f(x)] ≥ 0 , (1.3.16)
то граничное множество ξ имеет 2-параболический тип.

Доказательство. Зафиксируем строго внутреннюю подобласть Q ⊂ D,
содержащую точку y ∈ D и рассмотрим конденсатор (Q,Um;D). Если
имеет место соотношение (1.3.14), то данные конденсаторы определены,
по крайней мере, при достаточно больших m.

Воспользуемся теоремой 1.3.1. ПоложимR(χ) ≡ 1. В силу неравенства
(1.3.6) на основании условия (1.3.16) имеем

mod2, F (Q,Um;D) ≤ ν1

d2(R)
lim inf

∫
(∂Dm,f)

Hn(dχ) +
ν1

d2(R)
|D|
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(здесь |D| – объем D). Отсюда

mod2, F (Q,Um;D) ≤ ν1

d2(R)
lim inf

∫
∂Dm

|f(x)|Hn−1(dx)+

+
ν1

d2(R)
|D| . (1.3.17)

Замечая, что

d(R) = inf

∫
γ

dsF ,

где инфимум берется по всем дугам γ ⊂ D, соединяющим множества Q
и Um, получаем

d(R) ≥ m− c , (1.3.18)
где c – некоторая постоянная, зависящая от supx,y∈Q sF (x, y).

Сопоставляя (1.3.15), (1.3.17), (1.3.18) и пользуясь теоремой 1.1.1 и
леммой 1.1.3, легко приходим к нужному заключению. �

Предположим теперь, что поверхность F задана над ограниченной
областью D ⊂ Rn с кусочно-гладкой границей. Обозначим через Um
множества, на которых |f(x)| > m (m = 1, 2, . . .). Если функция f(x)
неограничена, то последовательность {Um}∞m=1 образует цепь. Положим
ξ � {Um}.

Теорема 1.3.3 Если f(x) ∈ C2(D) и в области D выполнено

f(x)L[f(x)] ≥ 0 ,

то граничное множество ξ имеет 2-параболический тип в метрике
поверхности F .

Следующий простой иллюстрирующий пример показывает, что гра-
ничное множества ξ может располагаться на поверхности F над подмно-
жествами границы области D, не имеющими емкости нуль в евклидовой
метрике ds2 = |dx|2.

Пример 1.3.1 Рассмотрим поверхность Шерка

f(x1, x2) = ln
cosx2

cosx1
,
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заданную над квадратом−π/2 < xi < π/2 (i = 1, 2). Данная поверхность
минимальна, и функция f(x1, x2) заведомо удовлетворяет неравенству
f(x)L[f(x)] ≥ 0.

Цепь {Um} располагается в данном случае над всей границей квадра-
та, за исключением его вершин. Нетривиальная часть границы поверх-
ности F сосредоточена здесь над вершинами квадрата.

�
Доказательство теоремы 1.3.3. Зададим строго внутреннюю подоб-
ласть Q ⊂ D и оценим модуль конденсатора (Q,Um;D). Воспользуемся
теоремой 1.3.1. Положим

R(χ) = (1 + x2
n+1)

−1/2 .

Так как |dχ| ≥ |dxn+1|, то

d(R) ≥ inf

∫
γ

|df(x)|√
1 + |f(x)|2

,

где точная нижняя грань берется по всем дугам γ, соединяющим мно-
жества Q и Um в D. Отсюда

d(R) ≥ inf

∫
γ

|d arcsh f(x)|

и
d(R) ≥ inf

x∈Q,y∈Um

|arcsh f(x)− arcsh f(y)| . (1.3.19)

Оценим теперь каждый из интегралов в правой части (1.3.6). Имеем∫
D×R1

|R(χ)| |∇R(χ)| dχ =
1

2

∫
D

dx

+∞∫
−∞

dt

(1 + t2)2 ≤ c1 |D| , (1.3.20)

где c1 – абсолютная постоянная.
Далее замечаем, что ∫

D

R2(x, 0) dx = |D| <∞ (1.3.21)
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и ∫
∂D×R1

R2(χ)Hn(dχ) =

∫
∂D

Hn−1(dx)

+∞∫
−∞

dt

1 + t2
= π |∂D| <∞ . (1.3.22)

Объединяя оценки (1.3.19) – (1.3.22) и пользуясь неравенством (1.3.6),
получаем

mod2,F (Q,Um;D) ≤ c2 sup
x∈Q,y∈Um

|arcsh f(x)− arcsh f(y)|−2 ,

где c2 – постоянная, не зависящая от m.
Неравенство показывает, что модуль конденсатора (Q,Um;D) стре-

мится к 0 при m→∞. На основании теоремы 1.1.1 и леммы 1.1.3 делаем
нужное заключение. Теорема доказана. �

Пусть D ⊂ Rn – неограниченная область, содержащая начало коор-
динат x = 0 и имеющая кусочно-гладкую границу ∂D. Зададим ограни-
ченную подобласть Q, Q ⊂ D, 0 ∈ Q. Обозначим через Dr компоненту
связности множества D ∩ {|x| < r}, содержащую Q. При достаточно
больших r > 0 множество Dr определено. Символом Ur будем обозна-
чать множество D \Dr.

Последовательность открытых множеств {Um} образует цепь. Пусть
ξ – граничное множество на поверхности F , определяемое этой цепью.
Положим

d(x) = inf

∫
γ

|dx| ,

где точная нижняя грань берется по всевозможным дугам γ, лежащим
в D и соединяющим точку x ∈ D с началом координат.

Теорема 1.3.4 Если f ∈ C2(D) и всюду в D выполнено
f(x)L[f(x)] ≥ 0 ,

то
modF,2(Q,U r;D) ≤ (1.3.23)

≤ 1

ln2(1 + d̃(r)/M)

c ∫
Dr\Q

dx

d2(x)
+ πν1

∫
∂(Dr\Q)

Hn−1(dx)

d(x)

 ,
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где
M = max

x∈Q

√
d2(x) + f 2(x) ,

c =
√
ν2

1 + ν2
2 + ν2

и d̃(r) – длина кратчайшей дуги в D, соединяющей множество Q с
множеством Ur.

В частности, если f(x)L[f(x)] ≥ 0 в D и область D ⊂ Rn удовле-
творяет условию

lim
r→∞

inf
1

ln2 d̃(r)

 ∫
Dr\Q

dx

d2(x)
+

∫
∂Dr

Hn−1(dx)

d(x)

 = 0 , (1.3.24)

то граничное множество ξ имеет 2-параболический тип.

Задача 1.3.25 Теорема 1.3.4 влечет 2-параболичности типа графика це-
лого решения уравнения L [f(x)] = 0 в предположениях (1.3.1) и (1.3.2)
относительно оператора L.

Можно доказать 2-параболичность типа графика целого решения при
менее ограничительных условиях на оператор: существуют неубываю-
щие на [0,+∞) функции νi(t) (i = 1, 2), для которых√

1 + |ξ|2 − ν1(|x|) ≤
n∑
i=1

ξiAi(x, ξ) , |A(x, ξ)| ≤ ν2(|x|) ,

где

lim inf
R→+∞

1

ln2R

R∫
1

(ν1(τ) + ν2(τ))
dτ

τ
= 0 .

Представляет интерес нахождение менее ограничительных условий на
дифференциальное выражение L, нежели вышеуказанные.

Доказательство теоремы 1.3.4. Зададим произвольно R > r и рас-
смотрим конденсатор (Q, V r;DR), где Vr = Ur ∩ DR. Из определения
модуля вытекает, что

modF,2(Q,U r;D) = modF,2(Q, V r;DR) . (1.3.26)
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Для оценки модуля конденсатора (Q, V r;DR) воспользуемся теоре-
мой 1.3.1. Положим

R(χ) = (d2(x) + x2
n+1)

−1/2 .

Легко видеть, что функция d(x) принадлежит классу Lip (D), а потому
R ∈ Lip (D × R1). Так как граница ∂D кусочно-гладкая, то d(x) может
быть продолжена по непрерывности в D и функция R(χ) удовлетворяет
требованиям, предъявляемым теоремой 1.3.1.

Оценим каждый из интегралов в правой части соотношения (1.3.6).
Для оценки первого из интегралов заметим сначала, что

|∇R(χ)|2 =
d2|∇d|2 + x2

n+1

(d2(x) + x2
n+1)

3 ,

а так как |∇d(x)| ≤ 1, то

|∇R(χ)| ≤ 1

d2(x) + x2
n+1

.

Далее имеем∫
(DR\Q,f)

R(χ) |∇R(χ)| dχ ≤
∫

(DR\Q,f)

dχ

(d2(x) + x2
n+1)

3/2 =

=

∫
DR\Q

dx

∣∣∣∣∣∣∣
f(x)∫
0

dt

(d2(x) + t2)3/2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

DR\Q

dx

d2(x)

+∞∫
0

dt

(1 + t2)3/2 ,

откуда получаем ∫
(DR\,Q,f)

R(χ) |∇R(χ)| dχ ≤
∫

DR\Q

dx

d2(x)
. (1.3.27)

Для второго из интегралов выполнено∫
DR\Q

R2(x, 0) dx =

∫
DR\Q

dx

d2(x)
. (1.3.28)
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Найдем оценку для третьего интеграла. Прежде всего, легко видеть,
что

lim inf

∫
(∂∆m,f)

R2(χ)Hn(dχ) ≤
∫

∂(DR\Q)×R1

R2(χ)Hn(dχ) ,

где нижний предел берется по всевозможным последовательностям обла-
стей ∆m ⊂ DR \Q, аппроксимирующим область DR \Q изнутри. Отсюда
получаем

lim inf

∫
(∂∆m,f)

R2(χ)Hn(dχ) =

∫
∂∆m

Hn−1(dx)

∣∣∣∣∣∣∣
f(x)∫
0

dt

d2(x) + t2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ π

∫
∂(DR\Q)

Hn−1(dx)

d(x)
. (1.3.29)

Нетрудно видеть, что

d(R) ≥ ln

(
1 +

d̃(r)

M

)
. (1.3.30)

Чтобы убедиться в этом, заметим сначала, что из геометрических сооб-
ражений понятно

|d
(
d2(x) + f 2(x)

)1/2 | ≤ dsF .

Далее, пусть γ ∈ Γ – произвольная локально спрямляемая дуга. Зададим
точки a, b ∈ γ и для переменной точки x ∈ γ, лежащей между a и b,
обозначим через ãx часть γ, заключенную между a и x, через s(x) – ее
длину в метрике dsF . Тогда из предыдущего неравенства следует√

d2(x) + f 2(x) ≤ s(x) +M(a) ,

где M(a) =
√
d2(a) + f 2(a). Таким образом,∫

ãb

dsF
s(x) +M(a)

≤
∫
γ

dsF√
d2(x) + f 2(x)

,
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и мы получаем

ln

(
1 +

s(b)

M(a)

)
≤
∫
γ

dsF√
d2(x) + f 2(x)

.

Учитывая произвол в выборе точек a и b, имеем (1.3.30).
Объединяя оценки (1.3.27) – (1.3.30) и пользуясь неравенством (1.3.6),

приходим к соотношению

modF,2(Q, V r;DR) ≤

≤ 1

ln2(1 + d̃(r)/M)

c ∫
Dr\Q

dx

d2(x)
+ πν1

∫
∂(Dr\Q)

Hn−1(dx)

d(x)

 .

Учитывая произвол в выборе R ≥ r, на основании равенства (1.3.26)
получаем нужное. Теорема доказана. �

Комментарии. Утверждение о параболичности конформного типа
минимальной поверхности, заданной над R2 уравнением x3 = f(x1, x2),
можно найти, например, в [220, стр. 131]. На важность такого рода вы-
сказываний в теории нелинейных уравнений с частными производны-
ми впервые внимание, по-видимому, было обращено Р. Финном в работе
[153], где утверждение о параболичности конформного типа поверхно-
сти выделено в качестве самостоятельной теоремы, несущей основную
нагрузку в построениях.

Если D – область в R2, то, как легко видеть, условие (1.3.24) может
быть переписано в виде

lim inf
1

ln2 d̃(r)

∫
∂Dr

Hn−1(dx)

d(x)
= 0 , (1.3.31)

что является требованием на ”извилистость” границы D в окрестности
бесконечно удаленной точки R2. Является ли данное требование (или
похожее) действительно необходимым — не ясно. Некоторые косвенные
соображения позволяют предположить, что условие (1.3.31) необходимо,
однако соответствующих примеров у нас не имеется.

При n ≥ 3 соотношение (1.3.31) выполнено только в случае, когда
область D ⊂ Rn является достаточно ”узкой” в окрестности бесконечно
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удаленной точки, например, когда она лежит в области вида ∆×R2, где
∆ – ограниченная область в Rn−2.

Было бы желательно указать более тонкие нежели (1.3.24) условия,
гарантирующие параболичность граничного множества ξ в теореме 1.3.4.

1.3.3 Минимальная поверхность над полосой

Отметим случай, в котором емкость конденсатора на минимальной по-
верхности можно подсчитать точно, не прибегая к модульной технике
[75]. Пусть

D = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 0 < x1 < a, 0 < x2 < b} , 0 < a, b <∞ ,

— прямоугольник, и пусть f(x) есть C2(D)-решение уравнения

L0[f(x)] = 0

где дифференциальное выражение L0 определено соотношением (1.3.4).
Предположим, что решение f(x) удовлетворяет одному из условий:

(i) f(x1, 0) = u1, f(x1, b) = u2 (ui = const);

(ii) ∂f
∂x2

(x1, 0) = ∂f
∂x2

(x1, b) = 0 .

Выберем постоянные c1, c2 так, чтобы было 0 < c1 < c2 < a, и обо-
значим через Q1 множество {x = (x1, x2) ∈ D : x1 < c1}, через Q2 –
множество {x = (x1, x2) ∈ D : x1 > c2}. Вычислим емкость конден-
сатора (Q1, Q2;D) в метрике поверхности F , описываемоей уравнением
x3 = f(x1, x2).

Теорема 1.3.5 Существует постоянная I > 0, зависящая только от
поверхности F и такая, что при любых c1, c2 выполнено

capF,2(Q1, Q2;D) =
I

c2 − c1
. (1.3.32)

Доказательство. Для коэффициентов первой квадратичной формы по-
верхности F мы имеем

g11 = 1 + p2 , g12 = g21 = pq , g22 = 1 + q2 , g = w2 ,
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где

p =
∂f

∂x1
, q =

∂f

∂x2
, w =

√
1 + p2 + q2 .

Отсюда получаем

g11 =
1 + q2

w2 , g12 = g21 = − pq
w2 , g22 =

1 + p2

w2 .

и

cap2,F (Q1, Q2;D) = inf
ϕ

∫
D

(
1 + q2

w
ϕ2
x1
− 2

pq

w
ϕx1

ϕx2
+

1 + p2

w
ϕ2
x2

)
dx1dx2 .

Выберем функцию ϕ(x) так, чтобы ϕ(x) = 0 на Q1, ϕ(x) = 1 на Q2;
при всех остальных значениях x ∈ D полагаем

ϕ(x) =
x1 − c1
c2 − c1

.

Имеем

capF,2(Q1, Q2;D) ≤ 1

(c2 − c1)2

∫
D1

1 + q2

w
dx1dx2 , (1.3.33)

где D1 = D \ (Q1 ∪Q2).
Для оценки интеграла в правой части (1.3.33) воспользуемся следую-

щей хорошо известной формой уравнения минимальных поверхностей
∂

∂x1

(
1 + q2

w

)
− ∂

∂x2

(pq
w

)
= 0 .

На основании формулы Грина будем иметь∫
D1

1 + q2

w
dx1dx2 =

∫
∂D1

x1

(
−pq
w
dx1 +

1 + q2

w
dx2

)
.

В силу условий, накладываемых на граничные данные решения f(x),
интегралы по горизонтальным частям границы ∂D1 исчезают, а потому∫

D1

1 + q2

w
dx1dx2 = c2

b∫
0

1 + q2
2

w2
dx2 − c1

b∫
0

1 + q2
1

w1
dx2 ,
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где обозначено

qi = q(ci, x2) , wi = w(ci, x2) , i = 1, 2 .

Из этих же соображений следует, что интеграл

I =

b∫
0

1 + q2(t, x2)

w(t, x2)
dx2

не зависит от переменной t и является постоянной величиной для данной
поверхности. Таким образом, мы получаем∫

D1

1 + q2

w
dx1dx2 = (c2 − c1) I .

Нетрудно проверить, что функция ϕ(x) является гармонической в мет-
рике поверхности F , а потому доставляет равенство в (1.3.33). Тем са-
мым, приходим к (1.3.32). Теорема доказана. �

1.3.4 Графики в пространстве Минковского

Пусть Rn+1
1 – пространство-время Минковского, т.е. (n + 1)-мерное

псевдоевклидово пространство с метрикой сигнатуры (n, 1). Пусть x =
(x1, x2, . . . , xn) – точка или вектор в Rn, χ = (x, t) ∈ Rn+1

1 . Для про-
извольной пары векторов χ′ = (x′, t′) и χ′′ = (x′′, t′′) в Rn+1

1 определим
скалярное произведение

〈χ′, χ′′〉 =
n∑
i=1

x′ix
′′
i − t′t′′

и скалярный квадрат вектора χ

|χ|2 =
n∑
i=1

x2
i − t2 .

Если |χ|2 > 0, то вектор χ ∈ Rn+1
1 называется пространственноподоб-

ным.
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Гиперповерхность F класса C1 в Rn+1
1 пространственноподобна, ес-

ли пространственноподобен каждый касательный к ней вектор. Если F
пространственноподобна, то она локально представима в виде графика
C1-функции t = f(x). Ниже мы будем предполагать, что такое представ-
ление поверхности имеет место ”в целом”.

График C1-функции t = f(x), заданной над областью D ⊂ Rn, про-
странственноподобен тогда и только тогда, когда |∇f(x)| < 1 всюду в
области D.

Основные понятия и факты теории поверхностей в пространстве Мин-
ковского Rn+1

1 можно найти в [28], [46].
Пусть F – график функции t = f(x) класса C1, определенной над

областью D ⊂ Rn. Предположим, что поверхность F ⊂ Rn+1
1 простран-

ственноподобна. Скалярное произведение в Rn+1
1 индуцирует на F мет-

рику

ds2
F =

n∑
i=1

gij(x) dxidxj , gij = δij − f ′xi
f ′xj

, i, j = 1, 2, . . . , n , (1.3.34)

где δij – символ Кронекера.
В силу условия пространственноподобности F метрика (1.3.34) поло-

жительно определена всюду в области D. Элементы обратной матрицы
(gij) = (gij)

−1 записываются в виде

gij = δij +
f ′xi
f ′xj

1− |∇f |2
, i, j = 1, 2, . . . , n .

Нашей ближайшей целью является интерпретация некоторых специ-
альных случаев признаков 2-параболичности и 2-гиперболичности типа
граничного множества поверхности F , полученных в разделе 1.2.4. Пред-
положим сначала, что граничное множество ξ поверхности F исчерпыва-
ется некоторой функцией h(x) : D → (a,+∞) со свойством |∇h(x)| ≡ 1
в D, например, одной из функций вида

h(x) =

(
l∑

i=1

x2
i

)1/2

, 1 ≤ l ≤ n . (1.3.35)
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Мы имеем

EF (∇h) =
n∑

i,j=1

(
δij +

f ′xi
f ′xj

1− |∇f |2

)
h′xi
h′xj

=

= |∇h|2 +
〈∇f,∇h〉2

1− |∇f |2
= |∇h|21− |∇ωf |2

1− |∇f |2
,

где символом ∇ωf обозначен градиент сужения функции f на поверх-
ность уровня Σh(t) = {x ∈ D : h(x) = t} функции h(x) и

|∇f |2 = 〈∇f,∇h〉2 + |∇ωf |2 .

Тем самым в случае k(x) ≡
√

det (gij) и p = 2 находим

λh(t) =

∫
Σh(t)

1− |∇ω|2√
1− |∇f |2

Hn−1(dx) . (1.3.36)

Зафиксируем постоянную a ≥ 0. Предположим, что поверхность F
задана над ”угловой” областью D = D(a,+∞; ∆), описанного в разде-
ле 1.2.4 вида. Пусть ξ – граничное множество на F , задаваемое цепью
областей

Um = {x ∈ D : τm < |x| < +∞} , lim τm = +∞ .

В качестве функции исчерпания ξ выберем функцию h(x), определенную
равенством (1.3.35) с l = n.

Имеет место

Теорема 1.3.6 Пусть F – пространственноподобная поверхность, за-
данная над ”угловой” областью D = D(a,+∞; ∆). Справедливы выска-
зывания:

(i) если поверхность F удовлетворяет условию

+∞∫
r1−n

 ∫
D∩{|x|=r}

1− |∇ωf |2√
1− |∇f |2

(r, ω)Hn−1(dω)


−1

= +∞ , (1.3.37)
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где ∇ω – градиент сужения f на сферу {x ∈ Rn : |x| = r} и Hn−1(dω)
– элемент площади на сфере единичного радиуса, то граничное множе-
ство ξ имеет 2-параболический тип;

(ii) если существует измеримое множество E ⊂ ∆, Hn−1(E) > 0,
такое, что для любого ω ∈ E выполнено

+∞∫
1− f ′2r√
1− |∇f |2

(r, ω)
dr

rn−1 < +∞ , (1.3.38)

где f ′r = 〈∇f, x|x|−1〉, то граничное множество ξ имеет 2-гиперболиче-
ский тип.

Доказательство. Для доказательства первой части утверждения до-
статочно воспользоваться соотношениями (1.2.1) и (1.3.36) с функцией
исчерпания h(x) = |x|.

Чтобы доказать вторую часть, необходимо применить теорему 1.2.4,
предварительно заметив, что

δ(r, ω) =

(
n∑

i,j=1
(δij − f ′xi

f ′xj
) dxidxj

)1/2
∣∣∣∣∣∣
lω

=

= (|dx|2 − 〈∇f, dx〉2)1/2
∣∣
lω

= (1− f ′2r )1/2 dr .

�

Для радиально симметрических поверхностей выполнено ∇ωf ≡ 0, и
на основании (1.3.37), (1.3.38) приходим к утверждению.

Следствие 1.3.1 Пусть F – пространственноподобная поверхность в
Rn+1

1 , определенная над всем пространством Rn посредством графика
C1-функции t = f(|x|). Тогда:

(i) если n ≥ 3, то F имеет 2-гиперболический тип;
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(ii) если n = 2, то F имеет 2-гиперболический тип тогда и только
тогда, когда

+∞∫ √
1− f ′2r (τ)

dτ

τ
= +∞ .

Рассмотрим случай ”цилиндрических” областей. Пусть ∆ – ограничен-
ная область в гиперплоскости x1 = 0, и пусть

D(a,+∞; ∆) = ∆× (a,+∞)

– цилиндрическая область в Rn. Предположим, что F – пространственно-
подобная поверхность, заданная над D(a,+∞; ∆) посредством функции
t = f(x) класса C1-. Следуя обозначениям раздела 1.2.4, для фиксиро-
ванной точки ′x = (x2, x3, . . . , xn) ∈ ∆ полагаем

δ(τ,′ x) dτ = (1− f ′2x1
(τ,′ x))1/2 dτ .

Выберем функцию исчерпания (1.3.35) c l = 1. Определим граничное
множество ξ поверхности F цепью областей

Um = {x = (x1,
′ x) ∈ Rn : x1 > τm} , lim τm = +∞ .

Непосредственными следствиями теорем 1.2.1 и 1.2.5 является

Теорема 1.3.7 Пусть F – пространственноподобная поверхность над
D. Тогда:

(i) если

∞∫
dτ

 ∫
∆∩{x1=τ}

1− |∇′xf |2√
1− |∇f |2

(τ,′ x)Hn−1(d′x)


−1

= +∞ ,

то граничное множество ξ имеет 2-параболический тип;

(ii) если существует измеримое множество E ⊂ ∆, Hn−1(E) > 0,
такое, что для всех ′x ∈ E выполнено

+∞∫
1− f ′2x1√
1− |∇f |2

(τ,′ x) dτ < +∞ ,

то граничное множество ξ имеет 2-гиперболический тип.
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Следствие 1.3.2 Пусть D = ∆ × (a,+∞) – цилиндрическая область,
и пусть F – график C1-функции вида t = f(x1). Пространственнопо-
добная поверхность F имеет 2-параболический тип тогда и только
тогда, когда

+∞∫ √
1− f ′2(τ) dτ = +∞ .

Укажем применения найденных результатов к проблеме типа про-
странственноподобных поверхностей в R3 постоянной средней кривизны
H. Пусть t = f(x) – решение уравнения

2∑
i=1

∂

∂xi

(
f ′xi√

1− |∇f(x)|2

)
= 2H , H ≡ const , (1.3.39)

определенное во всей плоскости R2. Относительно условий существова-
ния решений уравнения (1.3.39) над неограниченными подобластями R2

см. [124], [237], [194].
Согласно [133] поверхность F как график функции t = f(x) в R3 яв-

ляется выпуклой. Следуя [237], [134], определим асимптотические гра-
ничные значения f , полагая

Λf(ω) = lim
r→+∞

(f(r, ω)− r) .

Величина Λf(ω) существует (либо равна −∞) при всяком ω ∈ S1(0, 1).

Пример 1.3.2 Простейший пример целого решения уравнения постоян-
ной средней кривизны H в Rn+1

1 доставляет гиперболический цилиндр

t =

√
1

n2H2 + x2
n .

Легко видеть, что для этой поверхности Λf(ω) = 0 вдоль положитель-
ного и отрицательного направлений оси Oxn и λf(ω) = −∞ вдоль всех
других направлений ω ∈ Sn−1(0, 1).

Воспользуемся теоремой 1.3.6. Выражение (1.3.36) имеет вид

λh(t) = tn−1
∫

|x|=t

(√
1− |∇f |2 +

f ′2r√
1− |∇f |2

)
(t, ω) dω .
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Легко подсчитать, что√
1− |∇f |2 +

f ′2r√
1− |∇f |2

=
c

t
+ c1 ,

где c, c1 – постоянные.
В силу условия (1.3.37) при n = 2 поверхность имеет 2-параболический

тип. Условие (1.3.38) влечет 2-гиперболичность типа этой поверхности
при n ≥ 3.

�
В общем случае имеет место

Теорема 1.3.8 Пусть f(x) – целое решение уравнения пространствен-
ноподобных поверхностей постоянной средней кривизны в простран-
стве Минковского R3

1. Тогда если существует измеримое множество
E ⊂ S1(0, 1), H1(E) > 0, такое, что при всех ω ∈ E выполнено

Λf(ω) > −∞ , (1.3.40)

то график F имеет 2-гиперболический тип.

Доказательство опирается на следующую априорную оценку градиен-
та целого решения уравнения (1.3.39):

1− |∇f(x)|2 ≡ 1

g2 ≥
1

(1 + 2H |x|)2 , (1.3.41)

справедливую при всех x ∈ R2. Приводимое ниже доказательство дан-
ного неравенства выполнено по нашей просьбе А.А. Клячиным.

Хорошо известны следующие свойства решений уравнения (1.3.39).

a) Длина |B| =
∑
ij

h2
ij второй фундаментальной формы с коэффици-

ентами hij поверхности F ограничена [128], [133]; именно, справедливы
неравенства

nH2 ≤ |B| ≤ n2H2. (1.3.42)

b) Если H > 0, то F – выпуклая поверхность [133], [237].
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c) Пусть T = (0, ..., 0, 1) – временной вектор, X = (x, f(x)) – радиус-
вектор поверхности F , а ν – единичный вектор нормали к F . Положим

f = −〈X,T 〉, g = −〈ν, T 〉 .
Справедливы соотношения [136]:

|df |2 = g2 − 1 , (1.3.43)

|dg|2 =
∑(∑

hik〈ek, T 〉
)2
≤ |B| (g2 − 1) . (1.3.44)

Не ограничивая общности, можем считать, что ∇f(0) = 0. Этого мож-
но добиться с помощью лоренцева преобразования, которое переводит
касательную плоскость в точке (0, f(0)) в плоскость xn+1 = 0. Отметим
также, что во всех точках, в которых df(x) = 0, функция f принимает
одинаковые значения. Это – прямое следствие выпуклости F .

Из соотношений (1.3.43), (1.3.44) и (1.3.42), получаем

|dg|2 ≤ |B| (g2 − 1) = |B| |df |2 ≤ n2H2|df |2 ,
или

|dg| ≤ nH |df | .
Пусть теперь x 6= 0 и ∇f(x) 6= 0. Двигаясь вдоль кривой

ẋ(s) = −∇u(x(s)), x(0) = x,

мы достигнем точки s = s1, в которой ∇u(x(s1)) = 0. Обозначим через
γ(s) = (x(s), u(x(s))). Тогда

g(x)− g(x(s1)) = −
s1∫

0

〈dg, γ̇(s)
|γ̇(s)|

〉ds ≤
s1∫

0

|dg|ds ≤

≤ nH

s1∫
0

|df |ds = −nH
s1∫

0

〈df, γ̇(s)〉 ds = nH(f(x)− f(x(s1))).

И так как g(x(s1)) = 1/
√

1− |∇f(x(s1))|2 = 1 и f(x(s1)) = f(0), то

g(x) ≤ 1 + nH(f(x)− f(0)) ≤ 1 + nH|x|.
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Следовательно, √
1− |∇f(x)|2 ≥ 1

1 + nH|x|
,

и соотношение (1.3.41) действительно имеет место.
Так как график F является выпуклым вниз и ∇f(0) = 0, то

1 > f ′r(r, ω) ≥ 0 .

Пусть ω ∈ E – точка, в которой выполнено свойство (1.3.40). Восполь-
зуемся условием 2-гиперболичности (1.3.38). В силу (1.3.41) имеем

+∞∫
1

1− f ′2r√
1− |∇f |2

(r, ω)
dr

r
≤

+∞∫
1

(1− f ′2r (r, ω))
√

1 + 2H r2 dr

r
≤

≤ C

+∞∫
1

(1− f ′2r (r, ω)) dr ≤ C

+∞∫
1

(1− f ′r(r, ω)) dr =

= C lim
r→+∞

(r − f(r, ω)) = −C Λf(Ω), C ≡ const .

Условие (1.3.40) гарантирует выполнение (1.3.38) и, тем самым, гипербо-
личность графика функции f(x). �

Замечания. Одной из причин неослабевающего интереса к поверхно-
стям постоянной средней кривизны в пространстве Минковского являет-
ся их связь с гармоническими отображениями. В частности, при n = 2
гауссово отображение поверхности F нулевой средней кривизны есть гар-
моническое отображение F в гиперболическое пространство H2. Поиск
простых способов проверки на параболичность либо гиперболичность ти-
па полной пространственноподобной поверхности F — важная составная
часть общей программы построения примеров гармонических отображе-
ний в гиперболическое пространство [137], [163].

В работах [237], [134], [135], [136] гиперболичность типа F была уста-
новлена в предположении, что функция Λf(ω) > −∞ на некотором ин-
тервале I ⊂ S1(0, 1) и удовлетворяет на I условию Липшица. Теорема
1.3.8, полученная в [78], существенно усиливает данный признак.
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Несомненный интерес представляют признаки параболичности и ги-
перболичности типа максимальных поверхностей произвольной кораз-
мерности в Rn+1

k , 1 ≤ k ≤ n. Некоторые результаты в этом и близких
направлениях см. в [77], [49] – [50], [46, разделы 2.8 и 6.1].



Глава 2

Внешние дифференциальные формы

Цель настоящей главы — изучение связей между отображениями с огра-
ниченным искажением и дифференциальными формами. Вводятся че-
тыре класса дифференциальных форм и приводятся примеры диффе-
ренциальных форм, принадлежащих введенным классам и естественным
образом связанных с отображениями с ограниченным искажением.

2.1 Базовые понятия

Напомним некоторые важнейшие понятия. Мы будем пользоваться тер-
минологией [98], [29, глава 3], [64, глава II].

2.1.1 Формы на евклидовом пространстве

Пусть X – топологическое пространство. Обозначим через A замыкание
множества A ⊂ X, через intA – множество внутренних точек A и через
∂A = A \ intA – границу A.

Символом R мы обозначаем, как обычно, множество вещественных
чисел, символом Rn – векторное пространство, состоящее из элементов
вида x = (x1, . . . , xn), xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n). В евклидовом пространстве
Rn введены стандартное скалярное произведение

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

80
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и норма

|x| =
√
〈x, x〉 =

( n∑
i=1

x2
i

)1/2
.

Норма линейного отображения L : Rn → Rk определена выражением

|L| = max
|x|=1

|Lx| . (2.1.1)

Для произвольной m× n матрицы A мы полагаем

|A| =
( m,n∑
i,j=1

a2
ij

)1/2
. (2.1.2)

Пусть
B(x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| < r}

– n-мерный шар в Rn с центром в точке x ∈ Rn и радиусом r > 0, и пусть

S(x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| = r}
– его граница.

Для произвольного множества E ⊂ Rn и всякого α, 0 ≤ α ≤ n, симво-
лом Hα(E) обозначается α-мерная мера Хаусдорфа E.

Мы используем также обозначение

ωn−1 =
nπn/2

Γ(1 + n
2 )

= Hn−1(S(0, 1)), S(0, 1) ⊂ Rn ,

где Γ есть Γ-функция Эйлера [104, 6.1]. Для единичного шара B(0, 1) в
Rn мы имеем

Hn(B(0, 1)) =
1

n
ωn−1 .

Двойственные пространства
∧
k(Rn) и

∧k(Rn) k-векторов и k-форм
(k-ковекторов) определены над евклидовым пространством Rn таким об-
разом, что ∧0(Rn) = R =

∧
0(R

n)

и ∧
k(R

n) = {0} =
∧k(Rn)
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в случаях k > n или k < 0. Прямые суммы∧
∗(R

n) = ⊕k

∧
k(R

n),
∧∗(Rn) = ⊕k

∧k(Rn)

генерируют контравариантные и ковариантные грассмановы алгебры на
Rn с оператором внешнего умножения ∧.

Пусть ω ∈
∧k(Rn) – ковектор. Обозначим через Λ(k, n) множество

упорядоченных мультииндексов I = (i1, i2, . . . , ik), состоящих из целых
1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. Форма ω может быть записана единственным
образом в виде линейной комбинации

ω =
∑

I∈Λ(k,n)

ωI dxI .

Здесь ωI – коэффициенты ω в стандартном базисе пространства
∧k(Rn):

dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxik, I = (i1, i2, . . . , ik) ∈ Λ(k, n) .

Пусть I = (i1, . . . , ik) – мультииндекс из Λ(k, n). Дополнение I∗ муль-
тииндекса I есть мультииндекс I∗ = (j1, . . . , jn−k) из Λ(n − k, n), где
компоненты jp суть из {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}. Мы имеем

dxI ∧ dxI∗ = σdx1 ∧ . . . ∧ dxn , (2.1.3)

где σ = σ(I) есть сигнатура перестановка (i1, . . . , ik, j1, . . . , jn−k) множе-
ства {1, 2, . . . , n}. Заметим, что σ(I∗) = (−1)k(n−k)σ(I).

Пусть dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxik – базисная форма из
∧k(Rn). Положим

∗dxI = σ(I) dxI∗ . (2.1.4)

Если форма ω ∈
∧k(Rn) – произвольна и

ω =
∑

I∈Λ(k,n)

ωI dxI ,

то мы обозначаем
∗ω =

∑
I∈Λ(k,n)

ωI ∗ (dxI) (2.1.5)

и ∗ω принадлежит
∧n−k(Rn). Форма ∗ω называется ортогональным до-

полнением формы ω.
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Если символом 11 обозначить функцию (0-форму), тождественно рав-
ную 1, то, очевидно,

∗11 = dx1 ∧ · · · ∧ dxn
есть форма объема на Rn.

Оператор ∗ :
∧∗(Rn) →

∧∗(Rn), называемый оператором Ходжа, об-
ладает следующими свойствами:

если α, β ∈
∧k(Rn) и a, b ∈ R, то

∗(aα+ bβ) = a ∗ α+ b ∗ β ; (2.1.6)

для каждой формы ω степени degω = k мы имеем

∗(∗ω) = (−1)k(n−k)ω . (2.1.7)

Введем следующее обозначение. Пусть ω – форма степени k. Положим

∗−1ω = (−1)k(n−k) ∗ ω . (2.1.8)

Оператор ∗−1 является обратным к ∗ в следующем смысле

∗−1(∗ω) = ∗(∗−1ω) = ω . (2.1.9)

Свертка формы α и формы β определяется выражением

α ∨ β = ∗−1(α ∧ ∗β) . (2.1.10)

Если degα = l и deg β = k, то α ∨ β = 0 при l > k.
Внутреннее (скалярное) произведение форм α и β одинаковой степени

есть величина

〈α, β〉 = α ∨ β = ∗−1(α ∧ ∗β) = ∗(α ∧ ∗β) . (2.1.11)

Скалярное произведение форм обладает обычными свойствами скаляр-
ного произведения. Мы полагаем

|ω| =
√
〈ω, ω〉 .

Форма ω степени k называется простой, если существуют 1-формы
α1, . . . , αk такие, что

ω = α1 ∧ . . . ∧ αk .
Отметим следующее свойство нормы: если α, β ∈

∧∗(Rn), то

|α ∧ β| ≤ |α||β| ,
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если хотя бы одна из форм α, β является простой. Если α и β суть про-
стые и ненулевые, то равенство имеет место тогда и только тогда, когда
подпространства, ассоциированные с α и β ортогональны.

Вообще, если degα = p, deg β = q, то

|α ∧ β| ≤ (Cp
p+q)

1/2|α||β| (2.1.12)

(см. [150, §1.7]).

2.1.2 Поливекторы

Линейный изоморфизм

Hom
(∧

k
(Rn),R

)
'
∧k

(Rn) ,

описывающий двойственность пространств
∧
k(Rn) и

∧k(Rn), ассоцииру-
ет k-вектор с формой.

Вектор a = (a1, . . . , an) ∈ Rn определяет 1-форму

ω = a1dx1 + a2dx2 + . . .+ andxn . (2.1.13)

Обозначим ее символом Ωa.
Пусть u = (u1, . . . , uk), ui ∈

∧
1(Tm), – невырожденные реперы. Мно-

жество всех k-мерных реперов, полученных из u посредством линейного
преобразования с определителем, равным 1, отождествляется с k-мерной
плоскостью [u], натянутой на векторы u1, . . . , uk, и идентифицируется
как простой k-вектор. Этот поливектор мы будем обозначать тем же са-
мым символом u, и говорить, что [u] есть плоскость, ассоциированная с
поливектором.

Можно доказать, что форма

Ωu = Ωu1 ∧ . . . ∧ Ωuk

не зависит от выбора репера из класса реперов, эквивалентных u. Этот
факт есть следствие взаимной однозначности отображения u 7→ Ωu мно-
жества простых поливекторов на множество простых форм, и позволя-
ет расширить определение операций раздела 2.1.1, сначала с множества
простых форм грассмановой алгебры

∧∗ на множество простых поли-
векторов

∧
∗ и, далее, на множество всей алгебры

∧∗. Это дает полное
описание изоморфизма Ω :

∧
∗ →

∧∗.
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Полезно выяснить геометрический смысл поливекторов и операций
на нем. Итак, если u есть простой k-вектор и ∗u есть (n − k)-вектор,
ортогональный ему, то каждый вектор k-мерной плоскости [u] является
ортогональным каждому из векторов в (n − k)-мерной плоскости, ассо-
циированной с [∗u].

Пусть u и v – два невырожденных простых k-вектора. Величина

〈u, v〉 = Ωu ∨ Ωv = ∗−1(Ωu ∧ ∗Ωv)

есть их скалярное произведение.
Пусть u = v. Величина |u| =

√
〈u, u〉 является мерой k-мерного парал-

лелепипеда, натянутого на векторы k-мерного репера, генерируемого u.
Если l = dimu ≤ k = dim v, то свертка этих поливекторов

u ∨ v = ∗−1(Ωu ∧ ∗Ωv) (2.1.14)

нетривиальна. Плоскость [u ∨ v] состоит в точности из тех же векторов
a ∈ [u], что ортогональны плоскости [v].

Пусть v = (v1, v2, . . . , vk) – произвольный репер, представляемый
k-вектором v и пусть v′1, . . . , v′k – ортогональные проекции векторов

v1, . . . , vk на плоскость [u] .

Тогда
|u ∨ v| = µ|u| ,

где µ есть объем k-мерного параллелепипеда, натянутого на векторы
v′1, . . . , v

′
k.

2.1.3 Формы на римановых многообразиях

Пусть V (M) – векторное слоение надM. Предположим, что в каждом
из его слоев задано евклидово скалярное произведение и что линейная
связность на V (M) сохраняет это скалярное произведение. В данном
случае мы вправе говорить, что V (M) является римановым векторным
расслоением над M.

Символами
∧k(M) и

∧
k(M) обозначаются римановы векторные сло-

ения со слоями
∧k(Tm(M)) и

∧
k(Tm(M)). Сечения этих слоений суть

поля k-ковекторов (k-форм) и k-векторов, которые мы обсудим в дета-
лях.
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Пусть x1, . . . , xn – локальные координаты в окрестности некоторой
точки m ∈ M. Квадрат элемента длины на M в терминах локальных
координат x1, . . . , xn описывается следующим выражением

ds2 =
n∑

i,j=1

gijdxidxi .

Символом gij будем обозначать контравариантный тензор, определя-
емый равенством

(gik)(gkj) = (δij), i, j = 1, . . . , n,

где δji есть символ Кронекера.

Каждое из сечений расслоения
∧k(M) (то есть дифференциальная

форма) α может быть записана в терминах локальных координат x1,
. . . , xn в виде линейной комбинации

α =
∑

I∈Λ(k,n)

αIdxI =
∑

1≤i1<...<ik≤n
αi1...ikdxi1 ∧ . . . ∧ dxik . (2.1.15)

Ортогональное дополнение дифференциальной формы α на римано-
вом многообразии M будем обозначать через ∗α. Заметим, что диффе-
ренциальная форма ∗11 является формой объема на M и, если, напри-
мер, degα = 1, то в (ортонормированной) системе локальных координат
x1, . . . , xn в точке m имеем

∗α(m) = ∗
n∑
i=1

αi(m)dxi =
n∑
i=1

(−1)i−1αi(m)dx1 ∧ . . . d̂xi . . . ∧ dxn ,

где знак ̂ означает, что соответствующее выражение под ̂ пропускается.

Пусть α – дифференциальная форма, определенная на открытом мно-
жестве D ⊂ M. Если F(D) – класс функций, заданных на D, то мы
говорим, что форма α принадлежит классу F(D), если все αI ∈ F(D).
Например, форма α есть класса Lp(D) или W 1,p(D), если все ее коэффи-



2.1. БАЗОВЫЕ ПОНЯТИЯ 87

циенты суть в этих классах. Пространство Lp(D), оснащенное нормой

‖α‖p,D =

∫
D

|α|p ∗ 11M

1/p

=

∫
D

 ∑
I∈Λ(k,n)

|αI |2


p
2

∗ 11M


1/p

,

является банаховым.
Пространство Lp1(D) состоит из всех дифференциальных форм α с

полунормой

‖α‖Lp
1(D) =

∫
D

 ∑
I∈Λ(k,n)

n∑
i=1

∣∣∣∣∂αI∂xi

∣∣∣∣2


p
2

∗ 11M


1/p

.

Пространство С.Л. Соболева W 1,p(D), 1 ≤ p <∞, определяется соотно-
шением

W 1,p(D) = Lp(D) ∩ Lp1(D)

с нормой
‖α‖W 1

p (D) = ‖α‖Lp(D) + ‖α‖Lp
1(D) .

Относительно проблемы аппроксимации формами с гладкими коэф-
фициентами см. [228], [145], [67], [66] и цитированную там литературу.

Если α, degα = k, 0 ≤ k ≤ n, есть дифференциальная форма с коэф-
фициентами класса C1(M), то dα, deg(dα) = k+1, обозначает ее (внеш-
ний) дифференциал. (Внешнее) дифференцирование является линейной
операцией. Действительно, если α1, α2 суть произвольные дифференци-
альные k-формы, определенные в области U ⊂M и a, b – вещественные
числа, то k-форма aα1 + bα2 также дифференцируема в U и

d(aα1 + bα2) = adα1 + bdα2 .

Имеет место следующее свойство: если α и β – произвольные диффе-
ренциальные формы, дифференцируемые в области U ⊂M, то внешнее
произведение α∧β является дифференциальной формой, которая также
дифференцируема в области U и

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ ,
где k – степень формы α.
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Для всякой C2-формы ω имеем

ddω = d(dω) = 0.

Оператор ∗ и оператор дифференцирования d определяют некоторый
оператор δ, называемый кодифференциалом, действующий на k-формах
(0 ≤ k ≤ n), по правилу

δα = (−1)k ∗−1 d ∗ α , (2.1.16)

где α есть k-форма и, таким образом, δα является (k − 1)-формой.
Отметим, что поскольку дифференциал от n-формы равен нулю, то

же самое имеет место для кодифференциала от 0-формы. При этом, ес-
ли для оператора d необходима только структура дифференцируемого
многообразия, то в определении кодифференциала δ предполагается ри-
манова структура. Мы имеем

δδ = (−1)p−1(−1)p ∗−1 d ∗ ∗−1d∗ = − ∗−1 dd∗,
что непосредственно влечет δδ = 0.

Пусть M – n-мерное ориентируемое компактное риманово многообра-
зие (с возможно пустым) кусочно гладким краем ∂M. Для всякой формы
α ∈ C1(M), degα = n− 1, справедлива формула Стокса∫

∂M

α =

∫
M

dα .

Определение 2.1.1 Дифференциальная форма α степени k на n-мер-
ном ориентируемом римановом C2-многообразииM с коэффициентами

αI ∈ Lploc(M)

называется слабо замкнутой, если для всякой дифференциальной фор-
мы β, deg β = k + 1, с непрерывными коэффициентами, имеющей ком-
пактный носитель

supp β = {m ∈M : β 6= 0} ⊂ M, supp β ∩ ∂M = ∅ ,
и такой, что

β ∈ W 1,q
loc (M), 1/p+ 1/q = 1, 1 ≤ p, q ≤ ∞ ,
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выполняется ∫
M

〈α, δβ〉 ∗ 11 = 0 . (2.1.17)

Здесь ∗11 – форма объема на M.

В случае гладкой формы α условие (2.1.17) вполне согласуется с тра-
диционным условием замкнутости dα = 0. Действительно, если формы
α, β ∈ C1(M), то мы имеем∫

M

dα ∧ ∗β =

∫
M

d(α ∧ ∗β) + (−1)k+1
∫
M

α ∧ d ∗ β .

Так как форма β имеет компактный носитель и многообразие M ори-
ентируемо, то первый из интегралов в правой части по формуле Стокса
обращается в нуль. Таким образом, находим∫
M

dα ∧ ∗β = (−1)k+1
∫
M

α ∧ ∗ ∗−1 d ∗ β =

∫
M

α ∧ ∗δβ =

∫
M

〈α, δβ〉 ∗ 11 .

Зафиксируем произвольно точку m ∈ M и перейдем к локальным
координатам на M в окрестности этой точки. На основании предполо-
жения (2.1.17) и основной леммы вариационного исчисления Дю-Буа –
Раймонда заключаем, что всюду в этой окрестности точки m коэффици-
енты формы dα обращаются в нуль. Таким образом, выполнение (2.1.17)
с указанными условиями на β эквивалентно требованию dα = 0, пони-
маемому в традиционном смысле.

Отметим следующее полезное утверждение.

Лемма 2.1.1 Пусть α ∈ W 1,p
loc (M) и β ∈ W 1,q(M) – дифференциальные

формы, degα+ deg β = n− 1, 1/p+ 1/q = 1, 1 ≤ p, q ≤ ∞, и β имеет
компактный носитель. Тогда∫

M

dα ∧ β = (−1)degα+1
∫
M

α ∧ dβ. (2.1.18)

В частности, форма α слабо замкнута тогда и только тогда, когда
dα = 0 почти всюду на M.
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Доказательство. Зафиксируем формы α и β с описанными свойствами.
Так как коэффициенты формы α суть класса W 1

p,loc(M), то найдется по-
следовательность форм {αl}∞l=1 с коэффициентами класса C1(M), сходя-
щамися по W 1

p -норме к коэффициентам формы α на всяком компактном
подмножестве K ⊂ intM.

Пусть {βl}∞l=1 – последовательность форм класса C1(M) и степени
deg βl = deg β = k, имеющих компактные носители и сходящихся по W 1

q -
норме к форме β. Мы вправе предположить, что существует некоторое
гладкое подмногообразие U ⊂⊂ M, для которого supp βl ⊂ U при всех
целых l.

Формы αl ∧ βl имеют компактные носители в U . Формула Стокса вле-
чет ∫

M

d(αl ∧ βl) =

∫
U

d(αl ∧ βl) = 0 ,

и потому ∫
U

dαl ∧ βl + (−1)degα
∫
U

αl ∧ dβl = 0 .

Отсюда имеем∫
U

dα ∧ β −
∫
U

dαl ∧ βl =

∫
U

(dα− dαl) ∧ β +

∫
U

dαl ∧ (β − βl)

и, пользуясь теперь неравенством (2.1.12), получаем∣∣∣∫
U

dα ∧ β −
∫
U

dαl ∧ βl
∣∣∣ ≤

≤
∫
U

|d(α− αl) ∧ β| ∗ 11 +

∫
U

|dαl ∧ (β − βl)| ∗ 11 ≤

≤ C

∫
U

|d(α− αl)| |β| ∗ 11 + C

∫
U

|dαl| |β − βl| ∗ 11 ≤

≤ C||d(α− αl)||Lp(U) ||β||Lq(U) + C||dαl||Lp(U) ||β − βl||Lq(U) ,



2.1. БАЗОВЫЕ ПОНЯТИЯ 91

где C = C(k, n) – некоторая постоянная.
Аналогичным образом, находим∣∣∣∫

U

α ∧ dβ −
∫
U

αl ∧ dβl
∣∣∣ ≤

≤ C1||α||Lp(U) ||d(β − βl)||Lq(U) + C1||α− αl||Lp(U) ||dβ||Lq(U) ,

где C1 = C1(k, n).
Полученные соотношения легко влекут (2.1.18).
Если дифференциал dα = 0 почти всюду на M, то в соответствии с

(2.1.18) имеем ∫
M

α ∧ dβ = 0 (2.1.19)

для всякой формы β ∈ W 1
q с компактным носителем. Это, очевидным

образом влечет (2.1.17).
С другой стороны, если форма α ∈ W 1

p,loc(M) слабо замкнута, то в
силу (2.1.18),∫

M

dα ∧ β = 0 при всех β ∈ W 1
q (M), supp β ⊂M .

Зафиксируем произвольно точку m ∈M и перейдем к локальным коор-
динатам на M в окрестности m. Пользуясь леммой Дю-Буа – Раймонда,
заключаем, что почти всюду в этой окрестности форма dα обращается в
нуль. �

Имеет место следующее высказывание.

Лемма 2.1.2 Предположим, что формы α1 и α2 слабо замкнуты, при-
чем degα1 + degα2 ≤ n− 1, где

α1 ∈ Lp1

loc(M), α2 ∈ L∞loc(M) ∩W 1
p2,loc(M)

и 1 ≤ p1, p2 ≤ ∞. Тогда форма α1 ∧ α2 ∈ Lp1

loc(M) также слабо замкну-
та.
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Доказательство. Для всякой из форм β со свойствами

β ∈ W 1
q (M), 1/p1 + 1/q = 1, deg β = degα1 + 1,

и компактным носителем в силу замкнутости α1 выполнено∫
M

〈α1, δβ〉 ∗ 11 = (−1)l
∫
M

〈α1, ∗−1d ∗ β〉 ∗ 11 = 0, l = deg β .

Однако, 〈α1, ∗−1d ∗ β〉 = ∗−1(α1 ∧ d ∗ β) и, далее,∫
M

〈α1, δβ〉 ∗ 11 = (−1)l
∫
M

∗−1(α1 ∧ d ∗ β) ∗ 11 = (−1)l
∫
M

α1 ∧ d ∗ β = 0 .

Таким образом, для произвольной формы β1 с компактным носителем и
такой, что

deg β1 = n− degα1 − 1, β1 ∈ W 1
q (M) ,

мы имеем ∫
M

α1 ∧ dβ1 = 0 .

Положим β1 = α2 ∧ β2, где

deg β2 = n− degα1 − degα2 − 1, β2 ∈ W 1
s (M), 1/q + 1/p1 = 1 ,

и носитель формы β2 компактен.
Так как форма α2 замкнута, то

dβ1 = dα2 ∧ β2 + (−1)degα2α2 ∧ dβ2 = (−1)degα2α2 ∧ dβ2 .

Тем самым, находим∫
M

(α1 ∧ α2) ∧ dβ2 = 0 для всех β2 .
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Однако,

(α1 ∧ α2) ∧ dβ2 = ∗ ∗−1 (α1 ∧ α2) ∧ ∗ ∗−1 dβ2 =

= 〈α1 ∧ α2, ∗−1dβ2〉 ∗ 11 =

= (−1)l1〈α1 ∧ α2, (−1)l1 ∗−1 d ∗ (∗−1β2)〉 ∗ 11 =

= (−1)l1〈α1 ∧ α2, δ(∗−1β2)〉 ∗ 11,

где l1 = deg ∗−1β2, и мы получаем∫
M

〈α1 ∧ α2, ∗−1dβ2〉 ∗ 11 = (−1)l1
∫
M

〈α1 ∧ α2, δ ∗−1 β2〉 ∗ 11 = 0 .

Заметим теперь, что

deg ∗−1β2 = n− deg β2 = degα1 + degα2 + 1 .

Форма α1 ∧ α2 имеет коэффициенты класса Lp1

loc(M), а форма β2 класса
W 1

q (M) произвольна. Это доказывает лемму. �

Пусть F : M→ N – отображение класса W 1,p
loc (M). Для всякой диф-

ференциальной формы u на N мы обозначаем через F ∗u форму u ◦ F .
Это индуцированное отображение F ∗ :

∧∗(N ) →
∧∗(M) обладает свой-

ствами:
если u, v ∈

∧0(N ) и α ∈
∧l(N ), β ∈

∧l(N ), то

F ∗(uα + vβ) = (F ∗u)(F ∗α) + (F ∗v)(F ∗β);

если α ∈
∧l(N ), β ∈

∧p(N ), то

F ∗(α ∧ β) = (F ∗α) ∧ (F ∗β);

для произвольной формы α ∈
∧∗(M) выполнено

d(F ∗α) = F ∗(dα);
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наконец, если F : M→N и G : N → P , то

(G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗ .

Естественным способом определяются операции с векторными и поли-
векторными полями на M.

Будем говорить, что k-векторное поле на многообразии M принадле-
жит некоторому классу, если дифференциальная форма Ωu на M при-
надлежит данному классу. В частности, поле k-векторов класса Lp(M)
называется замкнутым, если дифференциальная форма Ωu обладает
свойством (2.1.17).

Предположим, что через каждую точку многообразияM, dimM = n,
проходит p-мерное, 1 ≤ p ≤ n−1, подмногообразие Mτ класса C1 такое,
что ⋃

τ

Mτ = M, Mτ1

⋂
Mτ2 = ∅ при τ1 6= τ2 .

В этом случае мы будем говорить, что задано слоение многообразия M
класса C1 и размерности p. Подмногообразия Mτ называются слоями
слоения {Mτ}.

Пусть ∂M 6= ∅ и пусть U – многообразие размерности dim U = p < n
с непустой границей ∂U 6= ∅. Пусть f(m) : M → U – отображение
класса C1, для которого f(∂M) ⊂ ∂U . Если в каждой точке m ∈ M
выполняется

rank (f ′(m)) = p, (2.1.20)
то по теореме о неявной функции прообразом каждой точки является
C1-подмногообразие, и мы имеем C1-слоение многообразия M со слоями

Mτ = {m ∈M : f(m) = τ, τ ∈ U}
размерности dimMτ = n− p.

Важнейший случай, когда U ⊂ Rp есть область и f = (f1, . . . , fp) :
M→ Rp. Пусть m ∈M и пусть лист Mτ проходит через m. Если усло-
вие (2.1.20) выполнено в m, то пространство Tm(M), ортогональное Mτ ,
задается поливектором ∇f1(m)∧ . . .∧∇fp(m). Условие (2.1.20) регуляр-
ности слоения {Mτ} в точке m принимает вид

∇f1(m) ∧ . . . ∧∇fp(m) 6= 0. (2.1.21)
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Отметим более общий случай [110, глава 4]. Пусть M – риманово мно-
гообразие класса C1 (с границей, возможно пустой). Говорят, что на M
определено k-мерное слоение {Mτ}, если на M задана система линейно
связных, замкнутых подмножеств Mτ многообразия M со свойствами:

(i)
⋃
τ
Mτ = M,

(ii) Mτ1 ∩Mτ2 = ∅ для всех τ1, τ2, τ1 6= τ2,

(iii) для почти всех точек m ∈M слои Mτ имеют k-мерные касатель-
ные плоскости T (m; k) ⊂ Tm(M).
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2.2 WT -Классы дифференциальных форм

Ниже вводятся классы дифференциальных форм с обобщенными про-
изводными. Мы будем использовать их при изучении ассоциированных
классов квазилинейных эллиптических уравнений с частными производ-
ными.

2.2.1 Определения WT -классов

Пусть M – риманово многообразие класса C3, dimM = n, с краем или
без края и пусть

w ∈ Lploc(M), degw = k, 0 ≤ k ≤ n, p > 1, (2.2.1)

– слабо замкнутая дифференциальная форма на M.

Определение 2.2.1 Дифференциальная форма w вида (2.2.1) принад-
лежит классу WT1 на M, если существуют слабо замкнутая диффе-
ренциальная форма

θ ∈ Lqloc(M), deg θ = n− k,
1

p
+

1

q
= 1, (2.2.2)

и постоянная ν0 такие, что почти всюду на M выполнено

ν0 |θ|q ≤ 〈w, ∗θ〉 . (2.2.3)

Определение 2.2.2 Форма (2.2.1) принадлежит классуWT2 наM, ес-
ли существуют дифференциальная форма (2.2.2) и некоторые постоян-
ные ν1, ν2 > 0 такие, что почти всюду на M выполняются соотноше-
ния

ν1 |w|p ≤ 〈w, ∗θ〉 (2.2.4)
и

|θ| ≤ ν2 |w|p−1 . (2.2.5)

Для всякой простой дифференциальной формы (степени k)

w = w1 ∧ . . . ∧ wk
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мы полагаем

‖w‖ =
( k∑
i=1

|wi|2
)1/2

.

Имеет место следующее неравенство Адамара [30, стр. 230]

|w| ≤
k∏
i=1

|wi| .

Пользуясь неравенством между геометрическим и арифметическим
средними ( k∏

i=1

|wi|
)1/k

≤ 1

k

k∑
i=1

|wi| ≤
(1

k

k∑
i=1

|wi|2
)1/2

,

получаем
|w| ≤ k−

k
2‖w‖k . (2.2.6)

Определение 2.2.3 Простая дифференциальная форма (степени k)

w = w1 ∧ . . . ∧ wk, wi ∈ Lploc(M) , 1 ≤ i ≤ k ,

принадлежит классу WT3 на M, если существует дифференциальная
форма (2.2.2) такая, что почти всюду на M выполнено соотношение
(2.2.5) и

ν3 ‖w‖kp ≤ k
kp
2 〈w, ∗θ〉. (2.2.7)

Определение 2.2.4 Простая дифференциальная форма (степени k)

w = w1 ∧ . . . ∧ wk, wi ∈ Lploc(M), 1 ≤ i ≤ k,

принадлежит классу WT4 на M, если существует простая дифферен-
циальная форма (2.2.2) такая, что почти всюду на M имеет место
неравенство (2.2.7), причем

(n− k)
−(n−k)

2 ‖θ‖n−k ≤ ν4 |w|p−1 . (2.2.8)
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Замечание 2.2.1 Поскольку каждая дифференциальная форма степе-
ни 1 является простой, при k = 1 класс WT2 совпадает с классом WT3,
а при k = n− 1 класс WT3 совпадает с WT4.

Теорема 2.2.1 Имеют место следующие соотношения между введен-
ными WT -классами:

WT4 ⊂ WT3 ⊂ WT2 ⊂ WT1.

Доказательство. Первые два соотношения следуют очевидным обра-
зом из (2.2.6). Чтобы доказать последнее из соотношений достаточно
заметить что

|θ|q = |θ|
p

p−1 ≤ (ν
1

p−1

2 |w|)p ≤ ν
p

p−1

2 ν−1
1 〈w, ∗θ〉.

�

Пусть v – дифференциальная форма класса
L2

loc(M) , deg v = k , 1 ≤ k ≤ n .

Определим оператор ∆, который всякой p-форме v сопоставляет p-
форму ∆v, задаваемую выражением

∆ = d δ + δ d . (2.2.9)
Будем говорить, что дифференциальная форма v является гармони-

ческой, если ∆v = 0.
В частности, гармоническая 0-форма есть не что иное, как гармони-

ческая функция в обычном смысле.

Пример 2.2.1 Опишем гармонические функции на поверхности. Рас-
смотрим локально билипшицеву k-мерную поверхность Ω ⊂ Rn, описы-
ваемую в примере 1.1.3. Оператор Лапласа в метрике Ω имеет вид

∆Ω =
1
√
g

k∑
i=1

∂

∂xi

(
√
g

k∑
j=1

gij(x)
∂

∂xj

)
(2.2.10)

и называется оператором Лапласа-Бельтрами.
Уравнение ∆Ωf = 0 описыват гармонические функции в метрике dsΩ.

В случае, когда метрика dsΩ = |dx| – евклидова, оператор Лапласа-
Бельтрами есть обычный оператор Лапласа и решения уравнения

∆f = 0

суть обычные гармонические функции.
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Из соотношения (2.2.9) вытекает, что если форма v одновременно сла-
бо замкнута и слабо козамкнута, то есть,

dv = δv = 0 , (2.2.11)

то она является гармонической.

Теорема 2.2.2 Пусть v – дифференциальная форма класса L2
loc(M),

deg v = k. Если v является гармонической, то v принадлежит классу
WT2 на M со структурными постоянными p = 2, ν1 = ν2 = 1.

Доказательство. Полагая θ = ∗−1v ∈ L2
loc(M), имеем

〈v, ∗θ〉 = 〈v, v〉 = |v|2

и |θ| = |v|. Дифференциальная форма ∗−1v слабо замкнута, поскольку
∗−1v = (−1)k(n−k) ∗ v. Таким образом, условия (2.2.4), (2.2.5) действи-
тельно выполняются с постоянными p = 2, ν2 = ν3 = 1. �

2.2.2 Связь с эллиптическими уравнениями

Опишем рассматриваемые классы дифференциальных уравнений и
систем на многообразии. При этом мы будем использовать, в частности,
некоторые соображения из [170], [174].

Пусть M – риманово многообразие и пусть

A :
∧k(T (M)) →

∧k(T (M))

– отображение, определенное почти всюду на слоении
∧k(T (M)) ка-

сательных k-ковекторов. Предположим, что для почти всех m ∈ M
отображение A определено на пространстве

∧k(Tm(M)) касательных
k-ковекторов, то есть, для почти всех m ∈M отображение

A(m, . ) : ξ ∈
∧k(Tm(M)) →

∧k(Tm(M))

непрерывно. Предположим, что отображение m 7→ A(m,X) измеримо
для всех измеримых k-ковекторных полей X. Предположим, что для
почти всех m ∈M и всех ξ ∈

∧k(Tm(M)) мы имеем

ν0 |A(m, ξ)|p ≤ 〈ξ, A(m, ξ)〉 (2.2.12)

с постоянными p > 1 и ν0 > 0.
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Дифференциальная форма w ∈ W 1,p
loc (M) называется A-гармоничес-

кой, если она является решением некоторого A-гармонического уравне-
ния

δA(m, dw) = 0 , (2.2.13)
понимаемого в обобщенном смысле, то есть,∫

M

〈dΦ, A(m, dw)〉 ∗ 11 = 0 (2.2.14)

для всякой дифференциальной формы Φ ∈ W 1,q
loc (M), 1/p + 1/q = 1, с

носителем supp Φ ∩ ∂M = ∅.
Теорема 2.2.3 Если дифференциальная форма w ∈ W 1,p

loc (M) является
A-гармонической и обладает свойством (2.2.12), то дифференциальная
форма dw принадлежит классу WT1 на M.

Доказательство. Пусть w, degw = k, – решение (2.2.13), понимаемое
в слабом смысле. Предположим, что дифференциальная форма α(m)
ассоциирована с векторным полем A(m, dw) в точке m и пусть θ = ∗α.
Форма w слабо замкнута ввиду (2.2.19) и слабой замкнутости θ. Мы
имеем

(−1)nk+1
∫
M

〈θ, δψ〉 ∗ 11 =

∫
M

〈∗α, ∗ d ∗ ψ〉 ∗ 11 =

=

∫
M

〈α, d ∗ ψ〉 ∗ 11 =

∫
M

〈A(m, dw), dφ〉 ∗ 11 = 0

при всех ψ = ∗−1φ ∈ W 1,q(M) с носителем suppψ ∩ ∂M = ∅. Далее, на
основании (2.2.12) получаем

ν0|θ|q = ν0|A(m, dw)|q ≤ 〈dw,A(m, dw)〉 = 〈dw, ∗θ〉 ,

что гарантирует (2.2.3). �

Предположим, что A(m, ξ) удовлетворяет условиям

ν1 |ξ|p ≤ 〈ξ, A(m, ξ)〉, (2.2.15)
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и
|A(m, ξ)| ≤ ν2 |ξ|p−1 (2.2.16)

при p > 1 и с некоторыми постоянными ν1, ν2 > 0. Ясно, что ν1 ≤ ν2.

Теорема 2.2.4 Дифференциальная форма w ∈ W 1,p
loc (M) является A-

гармонической со свойствами (2.2.15), (2.2.16) тогда и только тогда,
когда форма dw ∈ WT2.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 2.2.3 определяем
θ. Слабая замкнутость w и θ следует как выше. В силу (2.2.15) имеем

ν1|dw|p ≤ 〈dw,A(m, dw)〉 = 〈dw, ∗ θ〉

и на основании (2.2.16) получаем

|θ| = | ∗ α| = |A(m, dw)| ≤ ν2|dw|p−1 .

Таким образом, если dw ∈ WT2, то существует слабо замкнутая диф-
ференциальная форма θ (см. (2.2.2)) такая, что (2.2.4) и (2.2.5) удовле-
творяются. С векторным полем a : M → Λk(R) ассоциируется диффе-
ренциальная форма α = ∗ θ. Мы определяем

A(m, ξ) =


a(m) , ξ = dw(m) ,

ξ|ξ|p−2, ξ 6= dw(m) .
(2.2.17)

Слабая замкнутость θ обеспечивает, что w есть решение (2.2.13), понима-
емое в слабом смысле. Условия (2.2.15) и (2.2.16) на A удовлетворяются
ввиду (2.2.4) и (2.2.5). �

В частном случае k = 0 условия (2.2.13), (2.2.14) принимают вид, тра-
диционный для уравнений с частными производными. Именно, функция
f ∈ W 1,p

loc (M) является решением уравнения

divA(m,∇f) = 0 , (2.2.18)

понимаемого в следующем смысле∫
M

〈∇ϕ,A(m,∇f)〉 ∗ 11 = 0 (2.2.19)
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для всякой функции

ϕ ∈ W 1,q
loc (M) ,

1

p
+

1

q
= 1 ,

с носителем supp Φ ∩ ∂M = ∅.

2.2.3 Связь с отображениями с ограниченным искажением

Пусть A и B – римановы многообразия размерностей dimA = k,
dimB = n − k, 1 ≤ k < n, и скалярными произведениями 〈 , 〉A, 〈 , 〉B,
соответственно. На декартовом произведении N = A × B мы вводим
структуру риманова многообразия со скалярным произведением

〈 , 〉 = 〈 , 〉A + 〈 , 〉B.

Обозначим через π : A×B → A и η : A×B → B естественные проекции
многообразия N на подмногообразия.

Если wA и wB – формы объема на A и B, соответственно, то диффе-
ренциальная форма wN = π∗wA ∧ η∗wB является формой объема на N .

Теорема 2.2.5 Пусть F : M → N – отображение с ограниченным
искажением и пусть f = π ◦ F : M → A, g = η ◦ F : M → B. Тогда
пара форм w = f ∗vA, θ = g∗vB удовлетворяет условиям (2.2.4), (2.2.5)
на M с постоянными ν1 = ν1(n, k,K), ν2 = ν2(n, k,K) и p = n/k.

В частности, форма f ∗wA принадлежит классу WT2 на M с теми
же структурными постоянными p, ν1 и ν2.

Замечание 2.2.2 Из доказательства теоремы будет ясно, что структур-
ные постоянные могут быть выбраны в виде

ν−1
1 = (k +

n− k

c2
)−n/2nn/2KO, ν−1

2 = cn−k ,

где c = c(k, n,KO) и c = c(k, n,KO) суть, соответственно, наибольший и
наименьший из корней уравнения

(kξ2 + (n− k))n/2 − nn/2KO ξ
k = 0. (2.2.20)
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Доказательство теоремы. Полагая g = η ◦ F : M → B, выберем θ =
g∗wB. Форма объема wB слабо замкнута.

Действительно, если отображение g достаточно регулярно, то
dθ = dg∗wB = g∗dwB = 0 .

В общем случае для проверки условия (2.1.17) мы аппроксимируем отоб-
ражение g : M → B по норме W 1,n гладкими отображениями gl, l =
1, 2, . . . . Так как условие (2.1.17) выполнено для каждой дифференци-
альной формы g∗l wB, оно должно быть выполнено также для дифферен-
циальной формы g∗wB.

Слабая замкнутость формы f ∗wA проверяется аналогично.
Фиксируем точкуm ∈M, в которой соотношение (1.1.17) имеет место.

Положим a = f(m), b = g(m). Тогда
TF (m)(N ) = Ta(A)× Tb(B).

Необходимые вычисления удобно проделать следующим образом. Во-
первых, мы перепишем условие (1.1.17) в виде

|F ′(m)|n ≤ KO|F ∗wN | , (2.2.21)
где wN есть форма объема на N .

Для каждой из точек a ∈ A, b ∈ B выберем окрестности и в них
локальные системы координат y1, . . . , yk и yk+1, . . . , yn, ортонормальные
в a и b, соответственно. Мы имеем

f ∗wA = f ∗(dy1 ∧ . . . ∧ dyk) = f ∗dy1 ∧ . . . ∧ f ∗dyk
= df1 ∧ . . . ∧ dfk, fi = yi ◦ f, i = 1, . . . , k.

Так как дифференциальная форма wA является простой, в силу нера-
венства между геометрическим и арифметическим средними, получаем

|df1 ∧ . . . ∧ dfk|1/k ≤
(∏k

i=1 |dfi|
)1/k

≤

≤ 1
k

k∑
i=1
|dfi| ≤

(
1
k

k∑
i=1
|dfi|2

)1/2
.

(2.2.22)

Аналогично,

|dgk+1 ∧ . . . ∧ dgn|1/(n−k) ≤
( 1

n− k

n∑
i=k+1

|dgi|2
)1/2

. (2.2.23)
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Нетрудно видеть, что

F ∗wN = F ∗(π∗wA ∧ η∗wB) = f ∗wA ∧ g∗wB = f ∗wA ∧ θ
и, далее, что

|F ∗wN | = |f ∗wA ∧ g∗wB| ≤ |df1 ∧ . . . ∧ dfk||dgk+1 ∧ . . . ∧ dgn|.
Мы имеем

|dF |2 =
k∑
i=1

|dfi|2 +
n∑

i=k+1

|dgi|2 ≤ n |F ′|2 .

Таким образом, мы получаем из (2.2.21), (2.2.22) и (2.2.23)(
k|f ∗wA|2/k + (n− k)|g∗wB|2/(n−k)

)n/2
≤

≤ nn/2KO〈f ∗wA, ∗θ〉 ≤ nn/2KO|f ∗wA||g∗wB|.
Положим

ξ =
|f ∗wA|1/k

|g∗wB|1/(n−k)
.

Предыдущее соотношение принимает вид(
kξ2 + (n− k)

)n/2 ≤ nn/2KOξ
k.

Пользуясь обозначениями c и c для наименьшего и наибольшего из
корней уравнения (2.2.20), имеем c ≤ ξ ≤ c и

c|g∗wB|1/(n−k) ≤ |f ∗wA|1/k ≤ c|g∗wB|1/(n−k). (2.2.24)

Как и выше, из (2.2.24) следует, что

|f ∗wA|n/k ≤
(
k +

n− k

c2

)−n/2
nn/2KO〈f ∗wA, ∗θ〉.

Таким образом, условие (2.2.4) принадлежности формы f ∗wA степени k
классу WT2 действительно удовлетворяется.

Чтобы проверить условие (2.2.5) достаточно заметить, что на основа-
нии (2.2.24) имеем

cn−k|θ| ≤ |f ∗wA|
n−k

k . (2.2.25)
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�

Пусть 1 ≤ k ≤ n и пусть y1, . . . , yk – ортонормальные системы коор-
динат в Rk. Пусть A – область в Rk и пусть B – (n−k)-мерное риманово
многообразие. Рассмотрим многообразие N = A× B.

Пусть F = (f1, f2, . . . , fk, g) : M→N – отображение класса W 1, n
loc (M)

и g = η ◦ F определено как и выше. Мы имеем f ∗wA = df1 ∧ . . . ∧ dfk .

Теорема 2.2.6 Если отображение F является отображением с огра-
ниченным искажением, то дифференциальная форма f ∗wA принадле-
жит классу WT3 на M со структурными постоянными p = n/k,
ν2 = ν2(k, n,KO), ν3 = ν3(k, n,KO).

Замечание 2.2.3 Мы можем выбрать постоянные ν2, ν3 так, чтобы

ν2 = ck−n1 , ν3 = (1 +
1

c21
)n/2n−n/2kn/2K−1

O ,

где c1 – наименьший и c1 – наибольший из положительных корней урав-
нения

(ξ2 + 1)n/2 − nn/2k−k/2(n− k)−(n−k)/2KO ξ
k = 0. (2.2.26)

Доказательство теоремы 2.2.6. В противоположность предыдущему
случаю k-форма f ∗wA имеет теперь представление в глобальных коорди-
натах. Так как все предыдущие аргументы имели локальный характер,
то они применимы также и в рассматриваемом случае. Как и выше, мы
можем выбрать θ = g∗wB. Условие (2.2.5) выполняется с той же самой
постоянной.

Приступим к проверке условия (2.2.7). Комбинируя (2.2.21), (2.2.22) и
(2.2.23), получаем(∑k

i=1 |dfi|2 +
∑n

i=k+1 |dgi|2
)n/2

≤

≤ C
(∑k

i=1 |dfi|2
)k/2(∑n

i=k+1 |dgi|2
)(n−k)/2

,

где C = k−k/2(n− k)−(n−k)/2nn/2KO.
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Теперь положим

ξ =

( k∑
i=1
|dfi|2

n∑
i=k+1

|dgi|2

)1/2

.

Тогда
(ξ2 + 1)n/2 ≤ k−k/2(n− k)−(n−k)/2nn/2KOξ

k.

Если c1, c1 суть, соответственно, наименьший и наибольший из поло-
жительных корней (2.2.26), то

c1

( n∑
i=k+1

|dgi|2
)1/2

≤
( k∑
i=1

|dfi|2
)1/2

≤ c1

( n∑
i=k+1

|dgi|2
)1/2

. (2.2.27)

Из соотношений (2.2.21) и (2.2.27) следует, что( 1

c21
+ 1
)n/2( k∑

i=1

|dfi|2
)n/2

≤ nn/2KO〈f ∗wA, ∗θ〉,

что гарантирует справедливость (2.2.7). �

Теорема 2.2.7 Если отображение F : M → Rn является отображе-
нием с ограниченным искажением, то дифференциальная форма

f ∗wA = df1 ∧ . . . ∧ dfk
принадлежит классу WT4 на M со структурными постоянными p =
n/k, ν3 = ν3(k, n,KO), ν4 = ν4(k, n,KO).

Доказательство. Как и выше, мы полагаем θ = dgk+1∧ . . .∧dgn . Усло-
вие (2.2.7) уже проверено. Согласно (2.2.21), (2.2.23) и (2.2.27) имеем

(1 + c21)
n/2
( n∑
i=k+1

|dgi|2
)n/2

≤ C |f ∗wA|
( n∑
i=k+1

|dgi|2
)(n−k)/2

с C = (n− k)−(n−k)/2nn/2KO.
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Таким образом,( n∑
i=k+1

|dgi|2
)k/2

≤ (n− k)−(n−k)/2(1 + c21)
−n/2nn/2KO|f ∗wA|,

что легко ведет к нужному заключению. �

Замечание 2.2.4 Постоянная ν3 может быть выбрана как в теореме
2.2.6, а

ν4 =
(
(n− k)−n/2(1 + c21)

−n/2nn/2KO

)(n−k)/k
.

Теорема 2.2.8 Пусть f = (f1, . . . , fn−1) : M → Rn−1 – отображение
класса W 1,n

loc (M) и пусть фундаментальная группа π1 многообразия M
тривиальна. Отображение f может быть продолжено до отображе-
ния ограниченным искажением

F = (f, fn) = (f1, . . . , fn−1, fn) : M→ Rn

тогда и только тогда, когда дифференциальная форма
w = df1 ∧ . . . ∧ dfn−1

степени n− 1 принадлежит классу WT4 на M с p = n/(n− 1).

Доказательство. Предположим, что отображение F = (f, fn) квази-
регулярно. По теореме 2.2.7 дифференциальная форма w принадлежит
классу WT4 на M.

Обратно, пусть w – дифференциальная форма класса WT4. Тогда су-
ществует слабо замкнутая дифференциальная форма θ, deg θ = 1, удо-
влетворяющая условиям (2.2.7) и (2.2.8). Так как π1 тривиальна, то су-
ществует W 1,n-функция fn : M→ R такая, что dfn = θ. В силу (2.2.7),
получаем

ν3

(n−1∑
i=1

|dfi|2
)n/2

≤ (n− 1)n/2|df1 ∧ . . . ∧ dfn| .

Условие (2.2.8) влечет

ν−1
4 |dfn| ≤ |df1 ∧ . . . ∧ dfn−1|1/(n−1) ≤

( 1

n− 1

n−1∑
i=1

|dfi|2
)1/2

.
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Тем самым, мы получаем(∑n
i=1 |dfi|2

)n/2
≤
(∑n−1

i=1 |dfi|2 + ν2
4

n−1

∑n−1
i=1 |dfi|2

)n/2
≤

≤
(
1 + ν2

4

n−1

)n/2
1
ν3

(n− 1)n/2|df1 ∧ . . . ∧ dfn| ,

что влечет (1.1.17) с постоянной

KO = (n− 1 + ν2
4)
n/2n−n/2ν−1

3 . (2.2.28)

�

Пример 2.2.2 Пусть D ⊂ Rn, n ≥ 2, – область с тривиальной фунда-
ментальной группой π1 и пусть

f = (f1, . . . , fn−1) : D → Rn−1

– непрерывное отображение класса W 1,n
loc (D).

Рассмотрим 1-форму

θ = ∗−1 (df1 ∧ . . . ∧ dfn−1) .

Данная форма является простой, как 1-форма, и слабо замкнутой, по-
скольку

dθ = d
(
∗−1 (df1 ∧ . . . ∧ dfn−1)

)
=

= (−1)n−1 d (∗ (df1 ∧ . . . ∧ dfn−1)) =

= (−1)n−1 ∗ d (df1 ∧ . . . ∧ dfn−1) = 0 .

Требования (2.2.7) и (2.2.8) записывается, соответственно, в виде

ν3‖ ∗−1 (df1 ∧ . . . ∧ dfn−1)‖n ≤ (n− 1)n/2 |df1 ∧ . . . ∧ dfn−1|2

и
‖ ∗−1 (df1 ∧ . . . ∧ dfn−1)‖ ≤ ν4 |df1 ∧ . . . ∧ dfn−1|1/(n−1)
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Данные соотношения, очевидно, выполняются, если существуют по-
стоянные ν3, ν4 > 0 такие, что почти всюду в D имеет место соотношение

‖ ∗−1 (df1 ∧ . . . ∧ dfn−1)‖ ≤ (2.2.29)

≤ min

{
(n− 1)1/2

ν
1/n
3

|df1 ∧ . . . ∧ dfn−1|2/n, ν4 |df1 ∧ . . . ∧ dfn−1|1/(n−1)

}
.

Положим

fn(x) =

x∫
x0

∗−1(df1 ∧ . . . ∧ dfn−1) ,

где интегрирование производится по произвольной дуге γ ⊂ D с началом
в точке x0 ∈ D и концом в точке x ∈ D.

Так как фундаментальная группа π1 области D тривиальна, то ин-
теграл не зависит от пути интегрирования и функция fn(x) определена
однозначно.

По теореме 2.2.8 вектор - функция

F = (f, fn) = (f1, . . . , fn−1, fn) : D → Rn

осуществляет отображение с ограниченным искажением. Коэффициент
внешней дилатации KO(F ) подсчитывается по формуле (2.2.28), где по-
стоянные ν3, ν4 берутся из неравенства (2.2.29).

�
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2.3 Оценки интеграла энергии

Основной результат данного раздела доставляют оценки скорости роста
интеграла энергии формы классаWT2 на некомпактном римановом мно-
гообразии при различных граничных условиях для формы. В качестве
приложения мы доказываем теоремы типа Фрагмена – Линделефа для
форм данного класса и даем некоторое обобщение классической теоре-
мы Альфорса о числе различных асимптотических мест целой функции
конечного порядка [206].

2.3.1 Граничные условия

Пусть M – n-мерное риманово многообразие с непустым краем ∂M.
Зафиксируем замкнутую дифференциальную форму

w, degw = k, 1 ≤ k ≤ n, w ∈ Lploc(M)

класса WT1 и, дополнительно, замкнутую форму θ, deg θ = n − k, θ ∈
Lqloc(M), удовлетворяющую условию (2.2.2). Предположим, что суще-
ствует дифференциальная форма Z ∈ W 1,p

loc с непрерывными коэффи-
циентами, для которой dZ = w.

Пусть h(m) : M→ (0, h0) – функция исчерпания M, и пусть Bh(τ) –
h-шар, Σh(τ) – h-сфера.

Будем говорить, что форма Z удовлетворяет условию Дирихле с нуле-
выми граничными данными, если для всякой дифференциальной формы
v ∈ Lqloc(M), deg v = n− k, и почти всех τ ∈ (0, h0) выполнено∫

Bh(τ)

w ∧ v + (−1)k−1
∫

Bh(τ)

Z ∧ dv =

∫
Σh(τ)

Z ∧ v . (2.3.1)

В частности, форма Z удовлетворяет граничному условию (2.3.1), если
ее коэффициенты непрерывны, а ее носитель не пересекает ∂M, то есть,

suppZ ∩ ∂M = ∅, где suppZ = {m ∈M : Z(m) 6= 0}. (2.3.2)
Если M компактно, то соотношение (2.3.2) принимает вид∫

M

w ∧ v + (−1)k−1
∫
M

Z ∧ dv = 0. (2.3.3)
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Будем говорить, что форма Z удовлетворяет условию Неймана с нуле-
выми граничными данными, если для всякой дифференциальной формы
v ∈ W 1, p

loc (M), deg v = k − 1, и почти всех τ ∈ (0, h0) выполнено∫
Bh(τ)

dv ∧ θ =

∫
Σh(τ)

v ∧ θ. (2.3.4)

Если M компактно, то равенство (2.3.4) имеет вид∫
M

dv ∧ θ = 0. (2.3.5)

Будем говорить, что дифференциальная форма Z удовлетворяет сме-
шанному граничному условию с нулевыми граничными данными, если
для всякой функции φ ∈ C1(M) и почти всех τ ∈ (0, h0) выполнено∫

Bh(τ)

φw ∧ θ + (−1)n−1
∫

Bh(τ)

Z ∧ θ ∧ dφ =

∫
Σh(τ)

φZ ∧ θ. (2.3.6)

Если M компактно, то (2.3.7) принимает вид∫
M

φw ∧ θ + (−1)n−1
∫
M

Z ∧ θ ∧ dφ = 0. (2.3.7)

Предположим, что форма

Z ∈ C2(intM) ∩ C1(∂M) (2.3.8)

обладает свойством (2.3.1). На основании формулы Стокса можно за-
ключить, что для почти всех τ ∈ (0, h0) выполняется∫

Bh(τ)

dZ ∧ v + (−1)k−1
∫

Bh(τ)

Z ∧ dv =

∫
∂Bh(τ)

Z ∧ v .
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Таким образом, мы находим∫
∂Bh(τ)\Σh(τ)

Z ∧ v = 0 при всех v ∈ W 1, q
loc (M).

Данное соотношение влечет, что сужение Z на границу ∂M есть нулевая
форма, т.е.

Z |∂M(m) = 0 в каждой регулярной точке m ∈ ∂M. (2.3.9)

Выясним геометрический смысл условия (2.3.9). Предположим, что
m ∈ ∂M – точка, в которой граница ∂M имеет касательную плоскость
Tm(∂M) и что форма Z удовлетворяет условию регулярности (2.3.8) в
некоторой окрестности точки m.

Предложение 2.3.1 Если дифференциальная форма Z является про-
стой в точке m ∈ ∂M, то соотношение (2.3.9) имеет место тогда и
только тогда, когда форма Z имеет вид

Z = ω ∧ dxn, (2.3.10)

где ω есть некоторая форма, degω = degZ − 1.

Доказательство. Пусть x1, . . . , xn – локальная система координат на
M, ортогональная в точке m и такая, что гиперплоскость Tm(∂M) опи-
сывается уравнением xn = 0. Предположим, что degZ = l. Так как
форма Z является простой, мы можем преобразовать ее к виду

Z =
(∑l

i=1 a1,idxi + a1,ndxn

)
∧ . . .

. . . ∧
(∑l

i=1 al,idxi + al,ndxn

)
,

(2.3.11)

где ai,j = ai,j(m) суть некоторые постоянные. Условие (2.3.9) может быть
теперь переписано следующим образом( l∑

i=1

a1,idxi

)
∧ . . . ∧

( l∑
i=1

al,idxi

)
= 0,
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и мы легко приходим к (2.3.10).
Обратное утверждение очевидно. �
Выясним геометрический смысл условия Неймана (2.3.4). Фиксируем

формы
Z, v ∈ C2(intM) ∩ C1(∂M).

По формуле Стокса для почти всех τ ∈ (0, h0) имеем∫
∂Bh(τ)

v ∧ θ =

∫
Bh(τ)

dv ∧ θ + (−1)k−1
∫

Bh(τ)

v ∧ dθ.

Так как форма θ замкнута, то условие (2.3.4) дает∫
Σh(τ)

v ∧ θ = 0 при всех v ∈ W 1, p
loc .

Таким образом,
θ |∂M(m) = 0 (2.3.12)

в каждой точке гладкости границы m ∈ ∂M.
В точности таким же образом проверяется, что нулевое смешанное

граничное условие (2.3.6) эквивалентно условию

Z ∧ θ |∂M(m) = 0 (2.3.13)
в каждой точке гладкости границы m ∈ ∂M.

Пусть m ∈ ∂M – регулярная точка и пусть x1, . . . , xn – локальные
координаты в окрестности этой точки. В рассмотренном выше примере
квазилинейных эллиптических уравнений мы имеем

θ = ∗
∑n

i=1Ai(m,∇f(m))dxi =

=
∑n

i=1(−1)i−1Ai(m,∇f(m))dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn.
(2.3.14)

Положим Z = f . В случае (2.3.1) выберем v = φθ, где θ есть произволь-
ная, локально липшицева функция. Мы имеем∫

Bh(τ)

φdf ∧ θ +

∫
Bh(τ)

fd(φθ) =

∫
Σh(τ)

φfθ
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и, далее,∫
Bh(τ)

n∑
i=1

(φf)xi
Ai(m,∇f) ∗ 11 =

∫
Σh(τ)

φfθ, при всех φ. (2.3.15)

Это соотношение характеризует обобщенные решения уравнения (2.2.18)
с нулевым граничным условием Дирихле.

С другой стороны, выбирая в случае граничного условия Неймана
(2.3.4) на v произвольную локально липшицеву функцию φ, для почти
всех τ ∈ (0, h) получаем∫

Bh(τ)

〈∇φ,A(m,∇f)〉 ∗ 11 =

∫
Σh(τ)

φ〈A(m,∇f), ν〉dHn−1
M , (2.3.16)

что характеризует обобщенные решения уравнения (2.2.18) с нулевыми
граничными данными Неймана.

В каждой регулярной точке границы мы имеем

(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn |∂M = cos(ν, xi) dHn−1
M ,

где (ν, xi) – угол между вектором внутренней нормали ν к ∂M и направ-
лением 0xi, dHn−1

M – элемент площади поверхности ∂M..
Таким образом, в каждой регулярной граничной точке условие (2.3.12)

эквивалентно требованию
〈A(m,∇f(m)), ν〉 = 0.

Пользуясь (2.3.9), видим, что условие (2.3.6) эквивалентно традицион-
ному смешанному граничному условию в регулярных граничных точках.

2.3.2 Принцип максимума для WT -форм

Пусть M – компактное риманово многообразие с непустым краем,
dimM = n, и пусть w ∈ Lploc, degw = k, 1 ≤ k ≤ n, – дифференциальная
форма класса WT1 на M. Пусть θ, deg θ = n−k, – дополняющая форма
к форме w.
Теорема 2.3.1 Предположим, что существует дифференциальная
форма Z ∈ W 1, p

loc (M), dZ = w на M. Если выполнено хотя бы одно из
соотношений (2.3.1) или (2.3.4), то θ ≡ 0 на M.
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Доказательство. Предположим, что имеет место (2.3.1). Положим
v = θ. Тогда (2.3.1) ведет к соотношению∫

M

w ∧ θ = 0.

Так как
(−1)k(n−k)(−1)k(n−k) ∗ (w ∧ θ) = (−1)k(n−k) ∗−1 (w ∧ θ) =

= ∗−1(w ∧ (−1)k(n−k)θ) =

= ∗−1(w ∧ ∗(∗θ)) = 〈w, ∗θ〉,

мы получаем ∫
M

w ∧ θ =

∫
M

∗(w ∧ θ) ∗ 11 =

∫
M

〈w, ∗θ〉 ∗ 11.

Пользуясь (2.2.3), выводим

0 =

∫
M

w ∧ θ ≥ ν0

∫
M

|θ|q ∗ 11. (2.3.17)

Предположим, что выполнено граничное условие (2.3.4). Выберем
v = Z. Тогда (2.3.4) дает ∫

M

w ∧ θ = 0.

Как и выше, приходим к неравенству (2.3.17), которое, в свою очередь,
влечет, что θ ≡ 0 на M. �

В порядке иллюстрации теоремы 2.3.1 рассмотрим примеры обобщен-
ных решений f(m) ∈ W 1,p

loc (M) уравнения (2.2.18), подчиненного условию
(2.2.12). Полагая Z = f , получаем

Следствие 2.3.1 Предположим, что многообразие M компактно и
его край ∂M не пуст. Если функция f удовлетворяет условию (2.3.15)
или условию (2.3.16), то f ≡ const на M.
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2.3.3 Теорема Лиувилля

ПустьM – некомпактное многообразие p-параболического типа. Пусть
w – дифференциальная форма (2.2.1) класса WT2 на M. Предположим,
что существует форма Z ∈ W 1,p

loc (M), dZ = w на M. В данных предпо-
ложениях справедливо высказывание.
Теорема 2.3.2 Предположим, что

sup
m∈M

|Z(m)| = M <∞ . (2.3.18)

Если граница ∂M 6= ∅, то пусть форма Z удовлетворяет хотя бы
одному из условий (2.3.1), (2.3.4). Тогда w(m) = 0 для всех m ∈M.

Доказательство. Пусть U1 ⊂ U2 ⊂ . . . и
⋃∞
k=1 Uk = M – исчерпание

многобразияM. Поскольку многообразиеM параболично, то множество
M\ Uk имеет p-параболический тип.

Фиксируем подобласть H ⊂⊂ U1. Зададим локально липшицеву функ-
цию φ такую, что φ(m)|H = 1, φ(m)|M\Uk

= 0. Предположим, что форма
Z удовлетворяет условию (2.3.1). Пусть θ – дополняющая к w форма, как
в (2.2.2). Форма (φ)pθ имеет компактный носитель и, выбирая в (2.3.1)
форму (φ)pθ, находим∫

M

(φ)pw ∧ θ + (−1)k−1
∫
M

Z ∧ d((φ)pθ) = 0.

Пользуясь теперь тем фактом, что dθ = 0, получаем∫
M

(φ)p〈w, ∗θ〉 ∗ 11 = p(−1)k
∫
M

(φ)p−1〈Z, ∗(dφ ∧ θ)〉 ∗ 11.

В силу условий (2.2.4) и (2.2.5), приходим к неравенству

ν1

∫
M

|φ|p|w|p ∗ 11 ≤ p

∫
M

|φ|p−1|Z||dφ||θ| ∗ 11 ≤

≤ pν2M

∫
M

|φ|p−1|∇φ||w|p−1 ∗ 11.
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Таким образом, неравенство Гельдера влечет

ν1

∫
M

|φ|p|w|p ∗ 11 ≤ pν2M
(∫
M

|φ|p|w|p ∗ 11
)(p−1)/p(∫

M

|∇φ|p ∗ 11
)1/p

и, следовательно,(ν1

ν2

)p ∫
M

|φ|p|w|p ∗ 11 ≤ (pM)p
∫
M

|∇φ|p ∗ 11.

Замечая, что φ = 1 на H, и переходя к точной нижней грани по всем φ,
находим (ν1

ν2

)p ∫
M

|w|p ∗ 11 ≤ (pM)pcapp(H,M\ Uk;M). (2.3.19)

Предположим, что выполнено условие (2.3.4). Выберем v = (φ)pZ.
Соотношение (2.3.4) теперь переписывается в виде∫

M

d((φ)pZ) ∧ θ =

∫
M

p(φ)p−1dφ ∧ Z ∧ θ + (−1)k−1
∫
M

(φ)pw ∧ θ = 0.

Теми же самыми аргументами как и выше, устанавливаем (2.3.19).
Полагая k → ∞ в (2.3.19) и пользуясь параболичностью типа много-

образия M, заключаем, что w(m) ≡ 0 на M. �

Приведем специальную форму данной теоремы, являющуюся некото-
рым вариантом теоремы Лиувилля.

Следствие 2.3.2 Пусть w – дифференциальная форма класса WT2 на
некомпактном римановом многообразииM без края. Если многообразие
имеет p-параболический тип и форма удовлетворяет условию (2.3.18),
то w(m) ≡ 0.

В случае непрерывных решений f ∈ W 1, p
loc (M) уравнения (2.2.18), удо-

влетворяющих условиям (2.2.15), (2.2.16), имеем следующее утвержде-
ние.
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Следствие 2.3.3 Пусть M – некомпактное риманово многообразие p-
параболического типа. Если граница ∂M не пуста и

lim sup
m→m0

f(m) ≤ 0, при всех m0 ∈ ∂M, (2.3.20)

то f(m) ≤ 0 всюду на M.

Доказательство. Предположим, что f(a) > 0 при некотором a ∈ M.
Фиксируем компоненту связности Ma множества

{m ∈M : f(m) > f(a)} .

Функция f(m)−f(a) удовлетворяет предположению (2.3.15). Согласно
следствию 2.3.1 множество Ma не может быть компактным. Пользуясь
теоремой 2.3.2 мы вправе заключить тогда, что f(m) = f(a) всюду на
Ma. Противоречие с определением Ma. �

2.3.4 Рост интеграла энергии

Пусть M – некомпактное риманово многообразие, dimM = n. Рас-
смотрим класс F дифференциальных форм Z ∈ W 1, p

loc (M), degZ = k−1,
таких, что формы dZ = w удовлетворяют условиям (2.2.1) и принадле-
жат классу WT1. Пусть θ ∈ Lqloc – форма, удовлетворяющая предполо-
жению (2.2.2) и дополнительная к w.

Если граница ∂M не пуста, то будем предполагать, что форма Z под-
чинена на ∂M некоторому граничному условию B. В случае, рассмат-
риваемом ниже, это граничное условие может быть любым из условий
(2.3.1), (2.3.2), (2.3.4), (2.3.6). Обозначим через FB(M) множество форм
Z, dZ ∈ WT1, удовлетворяющих граничному условию B на ∂M. В част-
ности, ниже мы оперируем с классами FD, F0, FN и FDN форм, соответ-
ствующих граничным условиям (2.3.1), (2.3.2), (2.3.4), (2.3.6), соответ-
ственно.

Фиксируем локально липшицеву функцию исчерпания h(m) : M →
(0, h0). Пусть τ ∈ (0, h0) – произвольно и пусть Bh(τ) – h-шар, Σh(τ) –
ограничивающая его сфера.
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Вводим величину ε(τ), полагая

ε(τ ;FB) = inf

∫
Σh(τ)

|dZ|p|∇h|−1dHn−1
M

∣∣∣ ∫
Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉dHn−1
M

∣∣∣ (2.3.21)

где точная нижняя грань берется по всем Z ∈ FB(M).
В описанных предположениях выполнена

Теорема 2.3.3 Предположим, что форма Z ∈ FB(M) удовлетворяет
одному из граничных условий (2.3.1), (2.3.2), (2.3.4) или (2.3.6). Тогда
для почти всех τ ∈ (0, h0) и произвольного τ0 выполнено

d

dτ

(
I(τ) exp

{
−ν0

τ∫
τ0

ε(t;FB)dt
})

≥ 0, (2.3.22)

где
I(τ) =

∫
Bh(τ)

|w|p ∗ 11.

В частности, при всех τ1 < τ2 имеет место неравенство

I(τ1) ≤ I(τ2) exp(−ν0

τ2∫
τ1

ε(t;FB)dt). (2.3.23)

Доказательство. Достаточно доказать неравенство
d

dτ
I(τ) ≥ ν0 I(τ)ε(τ). (2.3.24)

Интегрируя по всем поверхностям уровня функции h(m), на основании
формулы Кронрода – Федерера можно записать

I(τ) =

τ∫
0

dt

∫
Σh(τ)

|w|pdH
n−1
M

|∇h|
,
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и, тем самым, для почти всех τ ∈ (0, h0) имеем

d

dτ
I(τ) =

∫
Σh(τ)

|w|pdH
n−1
M

|∇h|
. (2.3.25)

В соответствии с (2.2.3) получаем

I(τ) =

∫
Bh(τ)

|w|p ∗ 11 ≤ ν−1
0

∫
Bh(τ)

〈w, ∗θ〉 ∗ 11 =

= ν−1
0

∫
Bh(τ)

w ∧ θ = ν−1
0

∫
Bh(τ)

dZ ∧ θ.

Однако, форма Z удовлетворяет одному из условий (2.3.1), (2.3.2) или
(2.3.4), а потому ∫

Bh(τ)

dZ ∧ θ =

∫
Σh(τ)

Z ∧ θ.

Тем самым, мы получаем

I(τ) ≤ ν−1
0

∫
Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉 dHn−1
M .

Далее мы видим, что∫
Σh(τ)

|w|pdH
n−1
M

|∇h|
≥ ε(τ ;FB)

∣∣∣ ∫
Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉 dHn−1
M

∣∣∣.
Объединяя найденные выше неравенства, находим

I(τ) ≤ ν−1
0

ε(τ ;FB)

∫
Σh(τ)

|w|pdH
n−1
M

|∇h|
.

Данное неравенство совместно с соотношением (2.3.25) влечет

I(τ) ≤ ν−1
0

ε(τ ;FB)

d

dτ
I(τ).
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Таким образом, мы приходим к нужному заключению (2.3.24). �

Нам потребуются также другие оценки интеграла энергии. Докажем
первую из таких оценок. Обозначим через F(Bh(τ)) множество всех диф-
ференциальных форм со свойствами

Z0 ∈ W 1, p
loc (Bh(τ)), degZ0 = k − 1, dZ0 = 0 . (2.3.26)

Для почти всех τ ∈ (0, h0) и для произвольной локально липшицевой
функции φ имеет место формула∫

Σh(τ)
φZ0 ∧ θ =

∫
Bh(τ)

dφ ∧ Z0 ∧ θ. (2.3.27)

Теорема 2.3.4 Если дифференциальная форма Z ∈ FB(M), dZ ∈ WT1,
удовлетворяет граничному условию (2.3.1), (2.3.4) или (2.3.6), то при
всех τ1 < τ2 и произвольной формы Z0 ∈ F(Bh(τ2)) выполнено

ν0

∫
Bh(τ1)

|dZ|p ∗ 11 ≤ p

τ2 − τ1

∫
Bh(τ2)\Bh(τ1)

|∇h||(Z − Z0) ∧ θ| ∗ 11. (2.3.28)

Доказательство. Рассмотрим функцию

φ(m) =



1 при m ∈ Bh(τ1),

τ2 − h(m)

τ2 − τ1
при m ∈ Bh(τ2) \Bh(τ1),

0 при m ∈M \Bh(τ2).

Предположим, что форма Z удовлетворяет предположению (2.3.1). Фор-
ма (φ)pZ имеет компактный носитель и, полагая в (2.3.1) форму v =
(φ)pZ ∧ θ, получаем∫

M

(φ)pw ∧ θ + (−1)k−1
∫
M

Z ∧ d(φ)p ∧ θ = 0,
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или ∫
Bh(τ2)

(φ)p〈w, ∗θ〉 ∗ 11 = p(−1)k
∫

Bh(τ2)

(φ)p−1 Z ∧ dφ ∧ θ.

Функция (φ)p локально липшицева на Bh(τ2). Тем самым, на основа-
нии (2.3.27) имеем ∫

∂M∩Bh(τ2)

(φ)p Z0 ∧ θ = 0.

Отсюда находим∫
Bh(τ2)

d(φ)p ∧ Z0 ∧ θ +

∫
Bh(τ2)

(φ)p dZ0 ∧ θ +

∫
Bh(τ2)

(φ)p Z0 ∧ dθ =

=

∫
∂Bh(τ2)

(φ)p Z0 ∧ θ =

∫
Σh(τ2)

(φ)p Z0 ∧ θ +

∫
∂M∩Bh(τ2)

(φ)p Z0 ∧ θ = 0.

Следовательно,∫
Bh(τ2)

(φ)p〈w, ∗θ〉 ∗ 11 = p (−1)k
∫

Bh(τ2)

(φ)p−1(Z − Z0) ∧ dφ ∧ θ,

что согласно (2.2.3) влечет

ν0

∫
Bh(τ2)

(φ)p|w|p ∗ 11 ≤ p

τ2 − τ1

∫
Bh(τ2)

(φ)p−1 |(Z − Z0) ∧ θ| |∇h| ∗ 11. (2.3.29)

Замечая, что φ(m) = 1 приm ∈ Bh(τ1) и φ(m) = 0 приm ∈M\Bh(τ2),
выводим

ν0

∫
Bh(τ1)

|w|p ∗ 11 ≤ p

τ2 − τ1

∫
Bh(τ2)\Bh(τ1)

(φ)p−1|∇h| |(Z − Z0) ∧ θ| ∗ 11.

Так как |φ| ≤ 1, то неравенство (2.3.28) действительно имеет место.
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Предположим, что форма Z удовлетворяет условию (2.3.4). Выбе-
рем v = (φ)pZ и заметим, что

v|Σh(τ2) = 0.

Тогда∫
Bh(τ2)

(φ)pw ∧ θ = −
∫

Bh(τ2)

d(φ)p ∧ Z ∧ θ = p (−1)k
∫

Bh(τ2)

(φ)kZ ∧ dφ ∧ θ.

Дальнейшие аргументы в точности те же самые, что приведенные выше.
Предположим, то форма Z удовлетворяет смешанному граничному

условию (2.3.6). Замечая, что

(φ)p|Σh(τ2) = 0,

находим∫
Bh(τ2)

(φ)pw∧θ = (−1)n
∫

Bh(τ2)

Z∧θ∧d(φ)p = p (−1)2n−k
∫

Bh(τ2)

(φ)p−1 Z∧dφ∧θ.

Приведенные выше аргументы завершают доказательство теоремы. �

Могут быть получены также оценки интеграла энергии для формы Z
без использовния дополняющей формы θ для dZ = w. Одна такая оценка
дается, например, следующей теоремой.

Теорема 2.3.5 Если дифференциальная форма Z, dZ ∈ WT2(M), удо-
влетворяет на границе ∂M одному из условий (2.3.1), (2.3.4) или (2.3.6),
то при всех τ1 < τ2 и всякой формы Z0 ∈ F(Bh(τ2)) выполняется∫
Bh(τ1)

|dZ|p ∗ 11 ≤
( pν2

(τ2 − τ1)ν1

)p ∫
Bh(τ2)\Bh(τ1)

|∇h|p|Z − Z0|p ∗ 11. (2.3.30)

Доказательство. Воспользуемся соотношением (2.3.29), ранее получен-
ным в процессе доказательства теоремы 2.3.4. Оценим интеграл в правой
части (2.3.29). В силу (2.2.5), имеем∫

M

(φ)p−1|∇h||(Z − Z0) ∧ θ ∗ 11 ≤
∫
M

(φ)p−1|∇h||Z − Z0||θ| ∗ 11
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≤ ν2

∫
M

(φ)p−1|∇h||Z − Z0||w|p−1 ∗ 11

≤ ν2

(∫
M

|∇h|p|Z − Z0|p ∗ 11
)1/p(∫

M

φp|w|p ∗ 11
)(p−1)/p

.

На основании (2.3.29) получаем(ν1

ν2

)p ∫
M

|w|p ∗ 11 ≤
( p

τ2 − τ1

)p ∫
M

|∇h|p|Z − Z0|p ∗ 11.

Учитывая, что φ = 1 на Bh(τ1) и φ = 0 на M\Bh(τ2), легко удостоверя-
емся в справедливости (2.3.30). �

2.3.5 Теоремы типа Фрагмена – Линделефа

Пусть M – n-мерное некомпактное риманово многообразие с краем
или без края и пусть w ∈ WT2 – дифференциальная форма как в (2.2.1),
degw = k, и θ – дополняющая форма как в (2.2.2).

Предположим, что существует дифференциальная форма Z ∈ W 1, p
loc ,

для которой dZ = w. Если край ∂M не пуст, то мы предполагаем так-
же, что Z удовлетворяет граничному условию Дирихле (2.3.1), (2.3.2),
смешанному граничному условию (2.3.6) либо условию Неймана (2.3.4).

Зафиксируем локально липшицеву функцию исчерпания h(m) : M→
(0, h0). Предположим, что, как и выше,

I(τ ;Z) =

∫
Bh(τ)

|dZ|p ∗ 11

и
µ(τ ;Z) = inf

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h| |(Z − Z0) ∧ θ| ∗ 11,

m(τ ;Z) = inf

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h|p |Z − Z0|p ∗ 11,
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где точная нижняя грань берется по всем замкнутым формам Z0, под-
чиненным условиям (2.3.26), (2.3.27) на Bh(τ).

Следующее утверждение представляет собой обобщение классическо-
го принципа Фрагмена – Линделефа для голоморфных функций.
Теорема 2.3.6 Предположим, что дифференциальная форма Z, dZ ∈
WT2(M), удовлетворяет одному из граничных условий (2.3.1), (2.3.2),
(2.3.4) или (2.3.6). Тогда имеет место альтернатива: или форма dZ = 0
всюду на многообразии M, или для любого τ0 ∈ (0,∞) выполнено

lim inf
τ→∞

I(τ ;Z) exp
{
−ν0

τ∫
τ0

ε(t;FB) dt
}
> 0; (2.3.31)

lim inf
τ→∞

µ(τ ;Z) exp
{
−ν

p/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

ε(t;FB) dt
}
> 0, (2.3.32)

lim inf
τ→∞

m(τ ;Z) exp
{
−ν

p/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

ε(t;FB) dt
}
> 0. (2.3.33)

Доказательство. Свойство (2.3.31) вытекает из (2.3.23) и представлено
здесь только для полноты.

Согласно (2.3.23) и (2.3.28), для всякого τ > τ0 выполняется

I(τ0) ≤ I(τ) exp
{
−ν0

τ∫
τ0

ε(t) dt
}
≤

≤ p ν−1
0

∫
Bh(τ+1)\Bh(τ)

|∇h| |(Z − Z0) ∧ θ| ∗ 11 · exp
{
−ν0

τ∫
τ0

ε(t) dt
}
.

По теореме 2.2.1 класс WT2 ⊂ WT1 с постоянной

ν0 = ν−1
1 ν

p/(p−1)
2 . (2.3.34)
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Таким образом, мы получаем

I(τ0) ≤ p ν−1
0 µ(τ ;Z) exp

{
−ν

p/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

ε(t) dt
}
.

Аналогично, пользуясь (2.3.30), находим

I(τ0) ≤
(ν2

ν1

)p
ppm(τ ;Z) exp

{
−ν

p/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

ε(t) dt
}
.

Если теперь предположить, что форма w 6≡ 0, то I(τ0) > 0 при неко-
тором τ0 ∈ (0, h0). Отсюда легко выводим (2.3.32) и (2.3.33). �

2.3.6 Задача Данжуа – Карлемана – Альфорса

Имеется другое применение полученных выше оценок интеграла энер-
гии, связанное с классической теоремой Данжуа – Карлемана – Альфор-
са о числе асимптотических мест целой функции данного порядка. Ниже
данная теорема интерпретируется как утверждение о связях между чис-
лом финитных форм класса WT2, расположенных на многообразии M
и имеющих заданную скорость роста их интегралов энергии.

Пусть M есть n-мерное некомпактное риманово многообразие с краем
или без края. Зафиксируем локально липшицеву функцию исчерпания
h(m) : M→ (0,∞) многообразия M.

Предположим, что на M имеется L ≥ 1 взаимно непересекающих-
ся областей O1,O2, . . . ,OL таких, что Oi ∩ ∂M = ∅, если граница ∂M
не пустая. Предположим также, что на каждой из областей Oi задана
дифференциальная форма Zi с непрерывными коэффициентами, обла-
дающая свойствами:

degZi = k − 1, dZ 6≡ 0,
dZi = w ∈ WT2 со структурными постоянными p, ν1, ν2, не зависящими

от i = 1, 2, . . . , L,
Zi удовлетворяет на ∂Oi нулевому граничному условию (2.3.2).
Определим форму Z на M полагая Z|Oi

= Zi и Z = 0 на M\∪Li=1Oi.
В соответствии с теоремой 2.3.1 каждая из областей Oi имеет неком-

пактное замыкание. При этом в соответствии с теоремой 2.3.6 ”узость” пе-
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ресечения областей Oi с h-сферами Σh(t) при t→∞ влияет на скорость
роста интеграла энергии для формы Zi. Теорема Данжуа – Карлема-
на – Альфорса ниже интерпретируется как утверждение о связи между
числом L взаимно неперересекающихся областей Oi на M0 и скоростью
роста энергии формы Z (или самой формы Z) относительно функции
исчерпания h(m) многообразия M. Мы покажем, что данная формули-
ровка проблемы содержит, в частности, классическую задачу Данжуа –
Карлемана – Альфорса для голоморфных функций в комплексной плос-
кости. В случае гармонических функций в Rn историю вопроса см. в
монографии У. Хеймана, П. Кеннеди [115].

Введем некоторые обозначения. Зададим открытое множествоD ⊂M
с некомпактным замыканием и предположим, что сужение формы Z на
D удовлетворяет предположению (2.3.2).

Функция h|D(m) : D → (0,∞) есть функция исчерпания D. Фик-
сируем h-шар Bh(τ). Вариационная проблема (2.3.21) на классе форм
Z, удовлетворяющих граничному условию (2.3.2), определяет характе-
ристику

ε(t;D) = ε(t;F0).

Следуя [72], введем N -средние

E(t;N) = inf
1

N

N∑
k=1

ε(t;Dk) (2.3.35)

где точная нижняя грань берется по всевозможным разбиениям множе-
ства D на N не налегающих друг на друга открытых множеств

D1, D2, . . . , DN .

Отметим следующее простое утверждение.
Лемма 2.3.1 Пусть D1 ⊂ D2 – произвольные неограниченные откры-
тые подмножества M и пусть t ∈ (0,∞) таково, что Σh(t)∩D1 6= ∅.
Тогда

ε(t;D2) ≤ ε(t;D1). (2.3.36)

Доказательство. Достаточно заметить, что каждая пара форм Z, Z0,
допустимая в вариационной проблеме (2.3.21) для D1, является также
допустимой в этой проблеме для D2. �

На основании (2.3.36) получаем

ε(t;D) ≤ E(t;N) при всех N ≥ 1. (2.3.37)
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Отметим более общее утверждение о монотонности N -средних.

Лемма 2.3.2 Для произвольного N > 1 выполнено

E(t;N + 1) ≥ E(t;N). (2.3.38)

Доказательство. Рассмотрим произвольное семейство открытых под-
множеств {Dk}, k = 1, 2, . . . , N + 1, допустимое при вычислении точной
нижней грани в (2.3.35). Не трудно видеть, что

1

N + 1

N+1∑
k=1

ε(t;Dk) =
1

N + 1

N+1∑
k=1

( 1

N

N+1∑
j=1,j 6=k

ε(t;Dj)
)
.

Так как
1

N

N+1∑
j=1,j 6=k

ε(t;Dj) ≥ E(t;N),

то
1

N + 1

N+1∑
k=1

ε(t;Dk) ≥ E(t;N)

и лемма доказана. �
Следующая теорема доставляет решение описанной выше задачи, ка-

сающейся связи между числом L финитных форм на M, и скоростью
роста суммарной энергии этих форм либо суммы их Lp-норм на h-шаре
Bh(τ).

Теорема 2.3.7 Предположим, что при некотором N = 1, 2, . . . много-
образие M удовлетворяет условию

∞∫
E(t, N)dt = ∞. (2.3.39)

Тогда если дифференциальная форма Z, dZ ∈ WT2(M), такова, что

lim inf
τ→∞

∫
h(m)<τ

|dZ|p ∗ 11 exp

−νp/(p−1)
2

ν1

τ∫
E(t;N) dt

 = 0, (2.3.40)
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или

lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h| |Z ∧ θ| ∗ 11 exp

−νp/(p−1)
2

ν1

τ∫
E(t;N)dt

 = 0,

(2.3.41)
или

lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h|p|Z|p ∗ 11 exp

−νp/(p−1)
2

ν1

τ∫
E(t;N)dt

 = 0 ,

(2.3.42)
то L < N .
Доказательство. Предположим, что существуют N взаимно непересе-
кающихся подобластей O1,O2, . . . ,ON множества M0 и формы Zi, опре-
деленные на Oi с описанными выше свойствами. Положим

d(Ok) = inf
m∈Ok

h(m), d = max
1≤k≤N

d(Ok).

Фиксируем τ0 > d. Пользуясь неравенством (2.3.23), на основании тео-
ремы 2.3.3 с (2.3.34) для произвольного k = 1, 2, . . . , N и всякого τ > τ0
имеем

Ik(τ0) exp

νp/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

εk(t) dt

 ≤ Ik(τ),

где

Ik(τ) =

∫
Ok∩Bh(τ)

|dZk|p ∗ 11, εk(τ) = ε(τ ;Ok).

Складывая эти неравенства, приходим к соотношению

min
1≤k≤N

Ik(τ0)
N∑
k=1

exp

νp/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

εk(t) dt

 ≤ I(τ),

где

I(τ) =

∫
Bh(τ0)

|dZ|p ∗ 11.
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Пользуясь неравенством между средним арифметическим и средним гео-
метрическим, находим

1

N

N∑
k=1

exp

νp/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

εk(t) dt

 ≥
N∏
k=1

exp

νp/(p−1)
2

ν1N

τ∫
τ0

εk(t) dt


и, далее,

min
1≤k≤N

Ik(τ0)N exp

 1

N

ν
p/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

1

N

N∑
k=1

εk(t) dt

 ≤ I(τ).

ОбластиO1,O2, . . . ,ON взаимно не налегают. Таким образом, при всех
t > τ0 имеем

1

N

N∑
k=1

εk(t) ≥ E(t;N).

Предыдущее неравенство теперь дает

min
1≤k≤N

Ik(τ0)N exp

νp/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

E(t;N)dt

 ≤ I(τ).

Чтобы оценить интеграл I(τ) используем неравенства (2.3.28), (2.3.30)
и тогда

min
1≤k≤N

Ik(τ0) ≤ C1

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h||Z ∧ θ| ∗ 11 exp

−νp/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

E(t;N)dt


или

min
1≤k≤N

Ik(τ0) ≤ C2

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h|p|Z|p ∗ 11 exp

−νp/(p−1)
2

ν1

τ∫
τ0

E(t;N)dt

 ,

где C1, C2 – некоторые постоянные.
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На основании соотношений (2.3.39)–(2.3.42), примененных к форме Z,
для некоторого k, 1 ≤ k ≤ N , имеем Ik(τ0) = 0. Тогда dZk(m) ≡ 0 на

Ok ∩Bh(τ0) .

Так как мы выбирали τ0 > d произвольно, мы вправе заключить, что
как минимум на одной из компонент Ok, dZk ≡ 0. Противоречие. �



Глава 3

Квазиконформно плоские
поверхности

Ниже описываются некоторые глобальные свойства локально квазикон-
формно плоских поверхностей в римановых многообразиях. Основные
результаты опубликованы в [80].

3.1 Постановка задачи

Пусть X – n−мерное риманово C3-многообразие без края, которое пред-
полагается связным некомпактным и ориентируемым. Пусть d(x′, x′′) –
геодезическое расстояние между точками x′, x′′ ∈ X . Используем обозна-
чения

BX (a, t) = {x ∈ X : d(a, x) < t}, SX (a, t) = {x ∈ X : d(a, x) = t}
для геодезического шара и геодезической сферы, соответственно. Здесь
a ∈ X – центр шара или сферы, t > 0 – радиус.

Далее полагаем
B(a, t) = BRn(a, t) и S(a, t) = SRn(a, t) .

Положим
Ra = lim inf d(a, xn) ,

где нижний предел берется по всем последовательностям {xn} ⊂ X , не
имеющим точек накопления в X .

Пусть y = (y1, y2, ..., yn) – точка в Rn. Фиксируем 1 ≤ k ≤ n − 1 и
рассмотрим k-мерную плоскость

Πk
0 = {y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn : yk+1 = . . . = yn = 0} .

132
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Если k = n − 1, то гиперплоскость Πn−1
0 разбивает пространство Rn на

два полупространства, которые далее обозначаются символами

Rn
+ = {y : yn > 0} и Rn

− = {y : yn < 0} .

Пусть Πk – k-мерная поверхность в X , понимаемая в следующем смыс-
ле: существует гомеоморфное отображение ϕ : X → Rn такое, что

ϕ(Πk) = Πk
0 .

Зафиксируем точку a ∈ Π и R, 0 < R < Ra. Обозначим через Πk(a,R)
компоненту связности множества Πk ∩ BX (a,R), содержащую точку a.
Будем говорить, что поверхность Πk является локально квазиконформно
плоской при k ≥ 2 и, соответственно, локально квазиконформно прямой
при k = 1, если для всякой точки a ∈ Πk и всякого R, 0 < R < Ra,
существует квазиконформное отображение f : BX (a,R) → B(0, 1) такое,
что f(Πk(a,R)) ⊂ Πk

0.
Целью данной главы является исследование геометрических свойств

квазиконформно плоских поверхностей в римановых многообразиях. С
качественной точки зрения свойства таких поверхностей в многообразии
мало отличаются от свойств поверхностей в евклидовом пространстве.
Проблема начинается в случае, когда мы пытаемся описать эти свойств
в равномерных (не зависящих от точки) терминах и учесть, что много-
образие само по себе "кривое".

Современное состояние проблемы и близкие вопросы для случая отоб-
ражений Rn см. в [160], [121, глава 14], [57], [5], [6], [23], [202], [52], [39]
и цитированной там литературе. В частности, в случае X = R2 хорошо
известен следующий критерий для квазиконформно прямых линий [125].
Кривая Π1 ⊂ R2 является квазиконформно прямой тогда и только то-
гда, когда существует постоянная C = C(K) такая, что∣∣∣∣ζ3 − ζ1

ζ2 − ζ1

∣∣∣∣ ≤ C ζ1, ζ3, ζ2 ∈ Π1 .

Квазиконформно плоские гиперповерхности в римановых многообра-
зиях рассматривались в [80]. Ниже изучается общий случай поверхностей
Πk ⊂ X , 1 ≤ k ≤ n− 1.
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3.2 Свойства отображения

В разделе описываются необходимые для дальнейшего свойства отобра-
жений f . В частности, устанавливается их связь с дифференциальными
уравнениями эллиптического типа, доказываются лемма Лебега – Ку-
ранта, неравенство Гарнака, D-свойство.

3.2.1 Связь с уравнениями

Пусть X – риманово многообразие и пусть

A : T (X ) → T (X )

– сохраняющее слои отображение, определенное почти всюду на каса-
тельном расслоении T (X ) многообразия X . Мы предполагаем выпол-
ненными условия:

(i) для почти всех x ∈ X отображение A непрерывно на слоях Tx,
т.е. для почти всех x ∈ X отображение A(x, ·) : Tx → Tx определено и
непрерывно;

(ii) отображение x→ A(X) измеримо для всех измеримых векторных
полей X;

(iii) для почти всех x ∈ X и всех ξ ∈ Tx выполняются следующие
структурные ограничения:

ν1|ξ|n ≤ 〈ξ, A(x, ξ)〉 , (3.2.1)

|A(x, ξ)| ≤ ν2|ξ|n−1 , (3.2.2)

A(x, λξ) = λ|λ|n−2A(x, ξ) , ∀λ ∈ R , (3.2.3)
где ν1, ν2 > 0 – некоторые постоянные.

Пусть ν = ν2/ν1. Ясно, что ν ≥ 1.
Рассмотрим уравнение

divA(x,∇h) = 0 . (3.2.4)

Будем говорить, что непрерывная функция h классаW 1,n
loc (X ) является

в X обобщенным решением уравнения (3.2.4) 1, если для всякой функции
1Имеет смысл сравнить с соответствующим определением раздела 2.2.2.
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φ(x) ∈ W 1,n(X ) с компактным носителем suppφ ⊂ X выполнено:∫
X

〈∇φ,A(x,∇h)〉 ∗ 11X = 0 . (3.2.5)

Функция f класса W 1,n
loc (X ) является субрешением (3.2.4) в X , если

div A(x,∇f) ≥ 0 (3.2.6)

слабо в X , т.е. ∫
X

〈∇ϕ,A(x,∇f)〉 ∗ 11X ≤ 0 , (3.2.7)

где ϕ ∈ W 1,n(X ) есть произвольная неотрицательная функция с ком-
пактным носителем в X .

Пусть a ∈ X – фиксированная точка и f : X → Rn – K-квазикон-
формное отображение. Введем в рассмотрение функцию

h(x) = ln |f(x)− f(a)| .
Имеет место

Теорема 3.2.1 Функция h(x) является в X \ {a} обобщенным решени-
ем некоторого уравнения вида (3.2.4) со структурными ограничениями
(3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) и постоянными ν1 = K1−n, ν2 = Kn−1.

Доказательство. Данное утверждение можно получить доказав пред-
варительно общую теорему о квазиконформных отображениях многооб-
разий как экстремалях интегралов типа интеграла Дирихле (см. доказа-
тельство теоремы 5.1 в [99] для отображений из Rn в Rn). Мы воспользу-
емся здесь альтернативным методом, базирующимся на связях квазикон-
формных отображений с дифференциальными формами. Прежде всего
для сокращения записи договоримся считать, что f(a) = 0. Рассмотрим
(n− 1)-форму

θ(y) =

(
n∑
i=1

y2
i

)−n
2 n∑
i=1

(−1)i+nyi dy1 ∧ . . . ∧ d̂yi ∧ . . . ∧ dyn ,

где символ ̂ над выражением означает, что оно пропускается.
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Легко убедиться, что эта форма замкнута. Действительно,

dθ = −n
(

n∑
i=1

y2
i

)−n+2
2
(

n∑
i=1

yidyi

)
∧

∧
(

n∑
i=1

(−1)i+nyidy1 ∧ . . . ∧ d̂yi ∧ . . . ∧ dyn
)

+

+

(
n∑
i=1

y2
i

)−n
2 n∑
i=1

(−1)i+ndyi ∧ dy1 ∧ . . . ∧ d̂yi ∧ . . . ∧ dyn =

=

(
n∑
i=1

y2
i

)−n+2
2 (

−n
n∑
i=1

(−1)i+ny2
i dyi ∧ dy1 ∧ . . . ∧ d̂yi ∧ . . . ∧ dyn+

+n(−1)n+1(
n∑
i=1

y2
i ) dy1 ∧ . . . ∧ dyn

)
=

=

(
n∑
i=1

y2
i

)−n+2
2 (

−n
n∑
i=1

(−1)n+1y2
i dy1 ∧ . . . ∧ dyi ∧ . . . ∧ dyn+

+n(−1)n+1(
n∑
i=1

y2
i ) dy1 ∧ . . . ∧ dyn

)
= 0 .

Индуцированная (n − 1)-форма θ∗(x) = θ(f(x)) имеет коэффициен-
ты класса Lnloc(X ). Покажем, что θ∗ является слабо замкнутой в смысле
определения 2.1.1, и, тем самым, для произвольной n-формы β с ком-
пактным носителем supp β ⊂ X и коэффициентом класса W 1,n/(n−1)(X )
выполнено ∫

X

〈θ∗, δ β〉 ∗ 11X = 0 . (3.2.8)

Здесь
δβ = (−1)n−1 ∗−1 d ∗ β .

Ясно, что в качестве n-форм β достаточно брать C2-формы с компакт-
ными носителями. Аппроксимируем вектор-функцию f : X → Rn после-
довательностью C2-гладких вектор-функций fk : X → Rn, сходящейся
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по W 1,n-норме на подобласти D′ с компактным замыканием D′ ⊂ X ,
supp β ⊂ D′.

Пусть θ∗k = θ(fk(x)). Мы имеем∫
X

dθ∗k ∧ ∗β =

∫
X

d(θ∗k ∧ ∗β)+

+(−1)n
∫
X

θ∗k ∧ d ∗ β .

Так как форма β имеет компактный носитель, то по формуле Стокса
первый из интегралов в правой части обращается в нуль. Отсюда,∫

X

dθ∗k ∧ ∗β = (−1)n
∫
X

θ∗k ∧ ∗ ∗−1 d ∗ β =

= −
∫
X

θ∗k ∧ ∗δβ = −
∫
X

〈θ∗k, δβ〉 ∗ 11X .

Так как d
(
θ(fk)

)
=
(
dθ
)
(fk), то замкнута и каждая из форм θ∗k. Это

влечет справедливость соотношения (3.2.8) при всяком k = 1, 2, . . .. Пе-
реходя в нем к пределу при k → ∞ и пользуясь сходимостью fk → f
по W 1,n-норме, заключаем о справедливости (3.2.8) для вектор-функции
f и произвольной n-формы β. Тем самым, слабая замкнутость формы
θ∗(y) доказана.

По определению, дифференциальная форма w ∈ Lnloc(X ), degw = 1,
принадлежит классу WT 2 на X , если существует слабо замкнутая (n−
1)-форма φ ∈ L

n
n−1

loc (X ), deg φ = n − 1, такая, что почти всюду на X
выполнено

ν ′1 |w|n ≤ 〈w, ∗φ〉 и |φ| ≤ ν ′2 |w|n−1 (3.2.9)
с некоторыми постоянными ν ′1, ν ′2 > 0.

Покажем, что 1-форма dh = d ln |f(x)| принадлежит классу WT 2 в
X \ {a}. Выберем φ = θ∗. Нам необходимо проверить условия (3.2.9),
которые в данном случае принимают вид

ν ′1 |dh|n ≤ 〈dh, ∗θ∗〉 и |θ∗| ≤ ν ′2 |dh|n−1 . (3.2.10)
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Мы имеем
|dh|2 = 1

|f |4 〈
∑n

i=1 fi dfi,
∑n

i=1 fi dfi〉 =

= |f |−4∑n
i,j=1〈∇fi,∇fj〉 fi fj .

(3.2.11)

Воспользуемся соотношением

〈α, β〉 = ∗−1(α ∧ ∗β) ,

справедливым для произвольной пары форм одинаковой степени. Нахо-
дим

〈dh, ∗θ∗〉 = |f |−(n+2)
n∑

i,j=1
(−1)i+nfi fj 〈dfi , ∗

(
df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn

)
〉

= |f |−n J(x, f) . (3.2.12)
Далее нам необходима следующая формула для вычисления скалярного
произведения двух простых k-форм:

〈φ1 ∧ . . . ∧ φk, ψ1 ∧ . . . ∧ ψk〉 = det (〈φi, ψj〉) i=1,...,k
j=1,...,k

.

Мы имеем
|θ∗|2 = |f |−2n∑n

i,j=1 fi fj×

×〈df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn, df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn〉 =

= |f |−2n∑n
i,j=1 fi fj det (〈dfp, dfq〉) p=1,...,̂i,...,n

q=1,...,̂j,...,n

=

= |f |−2n∑n
i,j=1 fi fj det (〈∇fp,∇fq〉) p=1,...,̂i,...,n

q=1,...,̂j,...,n

.

Пусть L = (f ′(x)) : Tx → Tf(x) и пусть L∗ = (f ′(x))∗. Рассмотрим
матрицу

LL∗ =

 〈∇f1,∇f1〉 . . . 〈∇f1,∇fn〉
. . . . . . . . . . . . . . .

〈∇fn,∇f1〉 . . . 〈∇fn,∇fn〉

 .



3.2. СВОЙСТВА ОТОБРАЖЕНИЯ 139

Обозначим через ∆ij алгебраическое дополнение к элементу, стоящему
на пересечении i-й строки и j-го столбца данной матрицы. Тогда

∆ij = (−1)i+jdet (〈∇fp,∇fq〉) p=1,...,̂i,...,n

q=1,...,̂j,...,n

и

|θ∗|2 = |f |−2n
n∑

i,j=1

(−1)i+jfi fj ∆ij .

Пусть 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn – собственные значения матрицы LL∗.
Имеем

λ1

n∑
i=1

f 2
i ≤

n∑
i,j=1

〈∇fi,∇fj〉 fi fj ≤ λn

n∑
i=1

f 2
i (3.2.13)

и, поскольку
(∆ij) = J2(x, f)(LL∗)−1 ,

находим

|θ∗|2 ≤ λ−1
1 J2(x, f)(

n∑
i=1

f 2
i )

1−n . (3.2.14)

Заметим также, что

J(x, f) =
(
detLL∗

)1/2
= (λ1 · · ·λn)1/2

и, следовательно, условие квазиконформности (1.1.17) переписывается в
виде (

λn
λ1
· · · λn

λn−1

)1/2

≤ K . (3.2.15)

В силу (3.2.12) и (3.2.13), получаем
1

|dh|n
〈dh, ∗θ∗〉 ≥ 1

λ
n/2
n

J(x, f) =

=

(
λ1

λn
. . .

λn−1

λn

)1/2

и, тем самым,

〈dh, ∗θ∗〉 ≥
(
λ1

λn

)n−1
2

|dh|n .
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Учитывая (3.2.15), убеждаемся в справедливости первого из условий
(3.2.10) с постоянной ν ′1 = K1−n.

С другой стороны, соотношение (3.2.14) влечет

|θ∗| ≤
√
λ2 . . . λn |f |1−n .

Пользуясь (3.2.11) и (3.2.13), выводим

|dh|n−1 ≥ λ
(n−1)/2
1 |f |1−n .

Тем самым,

|θ∗| ≤
(
λ2

λ1
. . .

λn
λ1

)1/2

|dh|n−1

и, в силу (3.2.15), второе из требований (3.2.10) выполнено с постоянной
ν ′2 = Kn−1.

Таким образом, мы установили, что 1-форма dh принадлежит классу
WT 2. Согласно теореме 2.2.4, форма dh является A-гармонической и, в
частности, функция h = ln |f(x)−f(a)| есть решение некоторого уравне-
ния вида (3.2.4) со структурными ограничениями (3.2.1), (3.2.2) и теми
же структурными постоянными ν1 = ν ′1 = K1−n, ν2 = ν ′2 = Kn−1.

Так как (n− 1)-форма θ∗ обладает свойством

θ(λ dy) = λ|λ|n−2θ(dy) ,

то это уравнение будет удовлетворять условию (3.2.3). �

3.2.2 Лемма Лебега – Куранта

Будем предполагать, что X – n−мерное связное некомпактное ориен-
тируемое риманово C3-многообразие без края. Фиксируем произвольно
сферу SX (a, t) так, чтобы 0 < t ≤ Ra,. Пусть Σ – открытое подмно-
жество SX (a, t), для которого Hn−1 (Σ) < ∞. Для всякой пары точек
p, q ∈ Σ ⊂ SX (a, t) пусть Γ = Γ(p, q) обозначает семейство локально
спрямляемых дуг γ ⊂ Σ соединяющих p и q. Определим конформный
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модуль семейства Γ, полагая

mod Γ = inf

∫
Σ

ρn dHn−1

infγ∈Γ

∫
γ

ρ dH1

n , (3.2.16)

где инфимум берется по всем неотрицательным измеримым по Борелю
функциям ρ на Σ. Если Γ(p, q) = ∅, то, по определению, mod Γ = ∞.

Далее, следуя [198], вводим величину

µa(t) = inf
p,q∈SX (a,t)

mod Γ .

В случае евклидова пространства Rn имеем µa(t) ≥ c2/t с некоторой
постоянной c2 = c2(n) (см. [243, лемма 5.29]) и, тем самым,

s∫
t

µa(τ) dτ ≥ c2 ln
s

t
, 0 < t < s . (3.2.17)

Зафиксируем 0 < t′ < t′′ < Ra и рассмотрим кольцевую область

Xa (t′, t′′) = {x ∈ X : t′ < d(a, x) < t′′} .
Нам потребуется некоторая версия обобщенной леммы Лебега – Ку-

ранта [144, §4, глава I], в двумерном случае см. [84, теорема 1.9.1]. Для
произвольной функции f : SX (a, t) → R полагаем

ω(f, t) = sup osc{f,Σ} ,
где точная верхняя грань берется по всем компонентам связности Σ мно-
жества SX (a, t).

Лемма 3.2.1 Если функция h ∈ W 1,n (BX (a, t′′)), то при 0 < t′ < t′′

выполнено
t′′∫
t′

ωn(h, SX (a, t))µa(t) dt ≤
∫

Xa(t′,t′′)

|∇h|n ∗ 11X . (3.2.18)
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Доказательство. Мы будем следовать [198, лемма 5.1]. В соответствии
с формулой Кронрода – Федерера для ко-площади (см., например, [86,
раздел 2.3.2] или [20, раздел 2.4 главы 3]) мы имеем∫

Xa(t′,t′′)

|∇h|n ∗ 11X =

t′′∫
t′

dt

∫
SX (a,t)

|∇h|n dHn−1

|∇d(a, x)|
.

Поскольку X принадлежит классу C3, то функция расстояния d непре-
рывно дифференцируема в Xa (t′, t′′) (при достаточно малых t′′) и всюду
на Xa (t′, t′′) мы имеем |∇d| = 1 (см., например, [45, лемма 2]). Таким
образом, предыдущее соотношение переписывается в виде∫

Xa(t′,t′′)

|∇h|n ∗ 11X =

t′′∫
t′

dt

∫
SX (a,t)

|∇h|n dHn−1 . (3.2.19)

Фиксируем t ∈ (t′, t′′) так, чтобы геодезическая сфера SX (a, t) имела
конечную (n− 1)-мерную меру Хаусдорфа. Пусть Σ – компонента связ-
ности SX (a, t). Полагая в (3.2.16) функцию ρ = |∇h(x)|, получаем

mod Γ ≤

∫
Σ

|∇h|ndHn−1

inf
γ∈Γ

∫
γ

|∇h|dH1

n .

Пусть γ ∈ Γ = Γ(a, b) – дуга, вдоль которой функция h абсолютно непре-
рывна. Тогда имеем

|h(b)− h(a)| ≤
∫
γ

|∇h|dH1,

и, таким образом,

|h(b)− h(a)|n mod Γ ≤
∫
Σ

|∇h|ndHn−1 ≤
∫

SX (a,t)

|∇h|n dHn−1 .
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Поскольку Σ произвольна, то

ωn(h, SX (a, t))µa(t) ≤
∫

SX (a,t)

|∇h|n dHn−1 .

Подставляя найденное соотношение в (3.2.19), приходим к (3.2.18). �
Пусть d = d(a, x) – геодезическое расстояние на X . Следуя [198],

будем говорить, что непрерывная функция f : Bh(R) → R является
d−монотонной, если для любого 0 < t < Ra выполнено

osc{f,Bh(t)} = ω(f, t).

Напомним, что непрерывная функция u : D → R, где D ⊂ X – откры-
тое множество, является монотонной (в смысле Лебега), если для всякой
подобласти G ⊂⊂ D, выполняется osc{f,G} = osc{f, ∂G}.

Упражнение. Указать функцию, являющуюся d−монотонной, но не
монотонной в смысле Лебега.

В общем случае d−монотонные решения уравнения (3.2.4) не имеют
компактных множеств уровня. Положим

mf(τ) = inf{f(x) : x ∈ BX (a, τ)}, Mf(τ) = sup{f(x) : x ∈ BX (a, τ)}.

Лемма 3.2.2 Пусть f – произвольная непрерывная в некотором гео-
дезическом шаре BX (a, t) функция. Предположим, что при каждом
τ ∈ [0, t] число компонент связности геодезической сферы SX (a, τ) ко-
нечно. Если f является d−монотонной в BX (a, t), то для произвольной
постоянной

c ∈ [mf(τ),Mf(τ)], 0 ≤ τ ≤ t,

выполняется
{x ∈ Bh(τ) : f(x) = c} ∩ SX (aτ) 6= ∅. (3.2.20)

Доказательство. Зафиксируем τ ∈ [0, t]. Пусть

Σ1(τ),Σ2(τ), . . . ,Σk(τ), k <∞,

суть компоненты связности геодезической сферы SX (a, τ).
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Мы имеем
Mf(τ)−mf(τ) = osc{f,Bh(τ)} = ω(f, τ) =

= max
1≤i≤k

osc{f,Σi(τ)} = max
1≤i≤k

(Mi −mi),

где
Mi = inf{f(x) : x ∈ Σi(τ)}, Mi = sup{f(x) : x ∈ Σi(τ)}, 1 ≤ i ≤ k.

Таким образом, существует номер i0, 1 ≤ i0 ≤ k, для которого
Mf(τ)−mf(τ) = Mi0 −mi0. (3.2.21)

Однако, Mi0 ≤Mf(τ) и mi0 ≥ mf(τ). В силу (3.2.21) имеем
0 ≤ mi0 −mf(τ) = Mi0 −Mf(τ) ≤ 0

и, далее,
mf(τ) = mi0, Mf(τ) = Mi0.

Данные соотношения влекут (3.2.20). �
В качестве следствия полученных выше результатов приведем одну

теорему лиувиллевого типа для d-монотонных функций с конечным ин-
тегралом Дирихле.
Теорема 3.2.2 Пусть h : BX (a,R) → R – d-монотонная функция,
0 < R ≤ Ra. Тогда для любого 0 < t < R выполнено

oscn (h, SX (a, t))

R∫
t

µa(t) dt ≤
∫

Xa(t,R)

|∇h|n ∗ 11X . (3.2.22)

В частности, если
Ra∫
µa(t) dt = ∞ , (3.2.23)

функция h является d-монотонной и∫
BX (a,Ra)

|∇h|n ∗ 11X <∞ ,

то h ≡ const на BX (a,Ra).

Доказательство непосредственно следует из леммы 3.2.1 и определе-
ния d-монотонной функции. �
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3.2.3 Неравенство Гарнака

Классическое неравенство Гарнака хорошо известно в формулировке:
Если положительная гармоническая функция f определена в шаре

B(a, 2R) = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |x− a| < 2R}, a ∈ Rn,

то

sup{f(x) : x ∈ B(a,R)} ≤ θ inf{f(x) : x ∈ B(a,R)} . (3.2.24)

Здесь θ ≥ 1 – некоторая постоянная, независящая от f,R, a (см., на-
пример, Е.М. Ландис [61]).

Серрин [234] доказал аналог неравенства Гарнака (3.2.24) для решений
квазилинейных эллиптических уравнений в Rn, где постоянная θ зави-
сит только от размерности n и структурных постоянных уравнения. К
сожалению итеративный метод Серрина не может быть непосредствен-
но распространен на случай решений в римановых многообразиях. Класс
уравнений, изученных Серрином, включает, в частности, и уравнения ви-
да (3.2.4) со структурными ограничениями (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3). Ниже,
следуя [198], мы даем элементарное доказательство неравенства (3.2.24)
для положительных решений уравнения (3.2.4).

Неравенство Гарнака имеет важные приложения в теории отображе-
ний с ограниченным искажением в Rn (см. [99], [158], [202], [242], [193]).

Для решений широкого класса эллиптических и параболических урав-
нений, положительных на геодезических шарах B(a, 2R) ⊂ X риманова
многообразияX , неравенство Гарнака (3.2.24) было доказано в [138], [250]
и др. Однако эти классы уравнений не содержат уравнения (3.2.4).

Для p−гармонических функций близкие результаты были получены
Холопайненом [172], [173].

Пусть capnXa (t′, t′′) означает (конформную) емкость конденсатора
Xa (t′, t′′), определяемую из вариационной задачи

capnXa (t′, t′′) = inf
u

∫
Xa(t′,t′′)

|∇u|n ∗ 11X ,

где точная нижняя грань берется среди всех непрерывных функций u :
X (t′, t′′) → R класса W 1,n(Xa(t′, t′′)) таких, что u = 0 на SX (a, t′) и u = 1
на SX (a, t′′).

Нам будет необходимо также следующее утверждение.
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Лемма 3.2.3 Пусть 0 < R′ < R′′ < Ra и пусть h ∈ W 1,n
loc (Xa(R′, R′′))

– положительное обобщенное решение уравнения (3.2.1) – (3.2.4). Тогда
для всяких t′, t′′, 0 < R′ < t′ < t′′ < R′′, выполнено∫
Xa(t′,t′′)

|∇ lnh|n ∗ 11X ≤
(

νn

n− 1

)n
(capnXa(R′, t′) + capnXa(t′′, R′′)) .

(3.2.25)

Доказательство. Рассмотрим функцию u = lnh. Тогда

u ∈ W 1,n
loc (Xa(R′, R′′)) .

Выберем произвольно липшицеву функцию ϕ с носителем, содержащим-
ся в Xa(R′, R′′). Согласно определению обобщенного решения (3.2.5) и на
основании соотношения (3.2.3), имеем

0 =

∫
X

〈∇ϕ,A(x,∇eu)〉 ∗ 11X =

∫
X

〈e(n−1)u∇ϕ,A(x,∇u)〉 ∗ 11X =

=

∫
X

〈∇(e(n−1)uϕ),∇A(x,∇u)〉 ∗ 11X−

−(n− 1)

∫
X

ϕe(n−1)u〈∇u,A(x,∇u)〉 ∗ 11X .

Отсюда находим∫
Xa(R′,R′′)

〈∇η, A(x,∇u)〉 ∗ 11X = (n− 1)

∫
Xa(R′,R′′)

η 〈∇u,A(x,∇u)〉 ∗ 11X ,

где η = ϕe(n−1)u.
В частности, для произвольной непрерывной неотрицательной функ-

ции ψ ∈ W 1,n(Xa(R′, R′′)) с носителем, содержащимся в Xa(R′, R′′), вы-
полнено
n− 1

n

∫
Xa(R′,R′′)

ψn〈∇u,A(x,∇u)〉 ∗11X =

∫
Xa(R′,R′′)

ψn−1〈∇ψ,A(x,∇u)〉 ∗11X .
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Пользуясь структурными ограничениями (3.4.3)–(3.4.8) получаем
n− 1

n
ν1

∫
Xa(R′,R′′)

ψn|∇u|n ∗ 11X ≤ ν2

∫
Xa(R′,R′′)

ψn−1|∇ψ||∇u|n−1 ∗ 11X ≤

≤ ν2

 ∫
Xa(R′,R′′)

ψn|∇u|n ∗ 11X


1/n ∫

Xa(R′,R′′)

|∇ψ|n ∗ 11X


n−1

n

.

Данное неравенство влечет∫
Xa(R′,R′′)

ψn|∇u|n ∗ 11X ≤
(

nν

n− 1

)n ∫
Xa(R′,R′′)

|∇ψ|n ∗ 11X .

Выберем функцию ψ так, чтобы ψ ≡ 1 на Xa(t′, t′′). Тогда∫
Xa(t′,t′′)

|∇u|n ∗ 11X ≤
(

nν

n− 1

)n ∫
Xa(R′,t′)∪Xa(t′′,R′′)

|∇ψ|n ∗ 11X .

Минимизируя правую часть по всем функциям ψ, приходим к неравен-
ству ∫

Xa(t′,t′′)

|∇u|n ∗ 11X ≤

≤
(

nν

n− 1

)ninf
ψ

∫
Xa(R′,t′)

|∇ψ|n ∗ 11X + inf
ψ

∫
Xa(t′′,R′′)

|∇ψ|n ∗ 11X

 .

Пользуясь определением емкости конденсатора, приходим к (3.2.25). �
Следующая характеристика играет важную роль в наших оценках по-

стоянной в неравенстве Гарнака. Проблема нахождения наилучшей по-
стоянной в неравенстве ведет к трудной задаче со свободной границей
на n-мерных кольцевых областях X (t′, t′′). Ограничимся рассмотрением
только одномерной задачи на минимум. Для произвольных

0 < t′ < t′′ < Ra
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полагаем

θ(t′, t′′) = inf
τ∈(t′,t′′)

capnX (τ, t′′)/

τ∫
t′

µa(t)dt

 .

Теорема 3.2.3 Пусть X – n-мерное некомпактное риманово многооб-
разие без границы и пусть f : X → R – d-монотонное обобщенное
решение (3.2.1) – (3.2.4) в геодезическом шаре BX (a,R), 0 < R ≤ Ra.
Тогда, если f(x) > 0 для всех x ∈ BX (a,R), то при любом r ∈ (0, R)
выполнено

sup{f(x) : x ∈ BX (a, r)} ≤ θ inf{f(x) : x ∈ BX (a, r)}, (3.2.26)

где можно положить

θ = exp{ νn

n− 1
θ

1
n (r, R)}.

Доказательство. Воспользуемся неравенствами (3.2.18) и (3.2.25). Если
0 < r < τ < R < Ra, то∫ τ

r

ωn(ln f, t)µp(t)dt ≤
∫
X (r,τ)

|∇ ln f |n ∗ 11X ≤

≤
(

nν

n− 1

)n
capnXa(τ, R).

Таким образом, мы можем найти постоянную s ∈ (r, τ), для которой

ω(ln f, s) ≤ nν

n− 1
cap1/n

n Xa(τ, R)/

(∫ τ

r

µa(t)dt

)1/n

.

Пусть Σ – компонента связности геодезической сферы SX (a, s). Данное
неравенство влечет, что

sup{ln f(x) : x ∈ Σ} − inf{ln f(x) : x ∈ Σ} ≤ nν

n− 1
θ1/n(r, R)

и мы получаем

sup{f(x) : x ∈ Σ} ≤ θ inf{f(x) : x ∈ Σ} (3.2.27)
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где θ как в теореме.
Так как f является d−монотонной, то

sup{f(x) : x ∈ BX (a,R)} ≤ sup{f(x) : x ∈ ΣX (a, s)} ≤

≤ θ inf{f(x) : x ∈ ΣX (a, s)} ≤ θ inf{f(x) : x ∈ BX (a,R)} ,

и теорема доказана. �

3.2.4 D-свойство

Пусть M, N – римановы многообразия соответственно размерностей n и
n− 1. Пусть g : M → N – локально липшицево отображение. По теоре-
ме Радемахера – Степанова g дифференцируемо почти всюду. В точках
дифференцируемости отображения g определено касательное отображе-
ние dg : TxM → Tg(x)N . Пусть T⊥ – ортогональное дополнение в TxM
к подпространству Ker dg. Если dimT⊥ = n − 1, т.е. rang dg = n − 1,
то якобианом Jn−1(g, x) отображения g в точке x называется якобиан
отображения dg|T⊥. Если dimT⊥ < n − 1, т.е. rang dg < n − 1, то по
определению полагается Jn−1(g, x) = 0 [20, раздел 2.4 главы 3].

Для всякой кольцевой области Xa(t′, t′′) можно определить величину,
двойственную емкости. Рассмотрим произвольное локально липшицево
отображение g : Xa(t′, t′′) → Sn−1, Sn−1 = Sn−1(0, 1), такое, что для
всякого измеримого A ⊂⊂ Xa(t′, t′′) выполняется

ess inf
x∈A

Jn−1(g, x) > 0 . (3.2.28)

Предположим, что каждая линия уровня

l(θ) = {x ∈ Xa(t′, t′′) : g(x) = θ, θ ∈ Sn−1}
отображения g связна и соединяет в кольцевой области Xa(t′, t′′) геоде-
зические сферы SX (a, t′), SX (a, t′′). Положим

dualXa(t′, t′′) = sup

∫
Sn−1

dθ∫
l(θ)

J
1/(n−1)
n−1 dH1


n−1 , (3.2.29)
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где точная верхняя грань берется по всевозможным отображениям g опи-
санного вида. В случае, когда множество допустимых отображений g
пусто, мы полагаем dualXa(t′, t′′) = +∞.

Если X = Rn и Xa(t′, t′′) = {x : t′ < |x − a| < t′′}, то g = x/|x| и
Jn−1(g, x) = |x|1−n. Тогда, как легко видеть, g обладает свойством (3.2.28)
и

dualXa(t′, t′′) ≥
ωn−1

lnn−1 t′′/t′
.

Мы используем введенную величину в оценках следующего вида.

Лемма 3.2.4 Пусть h ∈ W 1,n(Xa(t′, t′′)). Тогда

infθ∈Sn−1oscn {h, l(θ)} ≤
∫

Xa(t′,t′′)

|∇h|n ∗ 11X

/
dualXa(t′, t′′) . (3.2.30)

Доказательство. Фиксируем локально липшицево отображение

g : Xa(t′, t′′) → Sn−1 ,

допустимое в вариационной проблеме (3.2.29). По формуле Кронрода –
Федерера для отображения g : M → N и произвольной измеримой функ-
ции ϕ : M → R выполнено

∫
M

ϕJn−1(g, x) ∗ 11M =

∫
N

 ∫
g−1(y)

ϕ(x) dH1

 dHn−1(y) .

В частности, мы имеем∫
Xa(t′,t′′)

|∇h|n ∗ 11X =

∫
Sn−1

dθ

∫
l(θ)

|∇h|n dH
1

Jn−1
.

Для почти всех θ ∈ Sn−1 функция u абсолютно непрерывна вдоль l(θ).
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Поэтому

oscn {h, l(θ)} ≤

∫
l(θ)

|∇h| dH1


n

≤

≤
∫
l(θ)

|∇h|n dH
1

Jn−1

∫
l(θ)

J
1/(n−1)
n−1 dH1


n−1

.

Интегрированием данного неравенства находим

∫
Sn−1

oscn {h, l(θ)} dθ

/∫
l(θ)

J
1/(n−1)
n−1 dH1


n−1

≤

≤
∫

Sn−1

dθ

∫
l(θ)

|∇h|n dH
1

Jn−1
.

Неравенство (3.2.30) вытекает отсюда с очевидностью. �

Для произвольного гомеоморфизма f : X → Rn мы обозначаем

L(a, r) = max
x∈SX (a,r)

|f(x)− f(a)| и l(a, r) = min
x∈SX (a,r)

|f(x)− f(a)| .

Пусть a ∈ X и ρ ∈ (0, Ra) – произвольны. Фиксируем R′ так, чтобы
0 < R′ < ρ < Ra, и t′ ∈ (R′, ρ), t′′ ∈ (ρ,Ra). Введем величину

Ia(ξ, η) = capnXa(ξ, η) , 0 < ξ < η < Ra .
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Далее полагаем

Φa(R
′, t′, t′′) = (Ia(R

′, ρ) + Ia(ρ,Ra))
1/n

/ ρ∫
t′

µa(t) dt

1/n

+

+ (Ia(R
′, ρ) + Ia(t

′′, Ra))
1/n

/ t′′∫
ρ

µa(t) dt

1/n

+

+ (Ia(R
′, t′) + Ia(t

′′, Ra))
1/n
/

dual1/nXa(t′, t′′)

и, наконец, введем обозначение

D(a, ρ,K) = exp

{
nK2n−2

n− 1
inf Φa(R

′, t′, t′′)

}
,

где K ≥ 1 – постоянная и точная нижняя грань берется по всем R′, t′, t′′

таким, что
0 < R′ < t′ < ρ < t′′ < Ra .

Сформулируем важное утверждение, которое, следуя П.П. Белинско-
му [9, §3, глава I], будем называть D-свойством квазиконформных отоб-
ражений.

Теорема 3.2.4 Пусть X – произвольное n−мерное связное некомпакт-
ное ориентируемое риманово C3-многообразие без края. Пусть

f : X → Rn – K-квазиконформное отображение.

Тогда для всякой точки a ∈ X и всякого ρ, 0 < ρ < Ra, выполнено

L(a, ρ)

l(a, ρ)
≤ D(a, ρ,K) . (3.2.31)

Доказательство. Пусть a ∈ X и ρ ∈ (0, Ra) – произвольны. Фиксируем
R′, R′′ так, чтобы 0 < R′ < ρ < R′′ < Ra, и t′ ∈ (R′, ρ), t′′ ∈ (ρ,R′′).
Займемся оценкой величины L(a, ρ)/l(a, ρ).
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Прежде всего заметим, что данная величина инвариантна относитель-
но растяжений с полюсом в точке a и потому посредством такого преоб-
разования можно добиться того, чтобы l(a,R′) > 1. Тем самым, не ума-
ляя общности, можем считать, что всюду в кольцевой области Xa(R′, R′′)
функция h = ln |f(x)− f(a)| > 0.

Далее, согласно лемме 3.2.1 функция h является обобщенным решени-
ем некоторого уравнения вида (3.2.5). Пользуясь леммой 3.2.3, находим∫
Xa(t′,ρ)

|∇ lnh|n ∗ 11X ≤
(

νn

n− 1

)n
(capnXa(R′, t′) + capnXa(ρ,R′′)) ≡ I1 ,

∫
Xa(ρ,t′′)

|∇ lnh|n ∗ 11X ≤
(

νn

n− 1

)n
(capnXa(R′, ρ) + capnXa(t′′, R′′)) ≡ I2

и ∫
Xa(t′,t′′)

|∇ lnh|n ∗ 11X ≤
(

νn

n− 1

)n
(capnXa(R′, t′) + capnXa(t′′, R′′)) ≡ I3 .

Отсюда на основании леммы 3.2.1 получаем
ρ∫

t′

oscn(lnh, SX (a, t))µa(t) dt ≤ I1

и
t′′∫
ρ

oscn(lnh, SX (a, t))µa(t) dt ≤ I2 .

Зафиксируем ε > 0. Существуют u ∈ (t′, ρ), v ∈ (ρ, t′′) такие, что

oscn {lnh, SX (a, u)} ≤ (I1 + ε)

/ ρ∫
t′

µa(t) dt (3.2.32)

и

oscn {lnh, SX (a, v)} ≤ (I2 + ε)

/ t′′∫
ρ

µa(t) dt . (3.2.33)
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Воспользуемся теперь леммой 3.2.4. Существует θ0 ∈ Sn−1, для кото-
рого

oscn {lnh, l(θ0)} ≤ (I3 + ε) /dualXa(t′, t′′) . (3.2.34)
Объединяя оценки (3.2.32) — (3.2.34) и учитывая монотонность реше-

ний уравнения (3.2.5), приходим к неравенству
osc {lnh, SX (a, ρ)} ≤ osc {lnh,Xa(t′, t′′)} ≤

≤ osc {lnh, SX (a, t′)}+ osc {lnh, SX (a, t′′)}+ osc {lnh, l(θ0)} ≤

≤ (I1 + ε)1/n

/ ρ∫
t′

µa(t) dt

1/n

+ (I2 + ε)1/n

/ t′′∫
ρ

µa(t) dt

1/n

+(I3 + ε)1/n
/

dual1/nXa(t′, t′′) .

В силу произвола в выборе ε > 0, находим

ln
L(a, ρ)

l(a, ρ)
≤ I

1/n
1

/ ρ∫
t′

µa(t) dt

1/n

+

+I
1/n
2

/ t′′∫
ρ

µa(t) dt

1/n

+ I
1/n
3

/
dual1/nXa(t′, t′′) .

Перейдем к пределу при R′′ → Ra. Тогда получаем

ln
L(a, ρ)

l(a, ρ)
≤ nK2n−2

n− 1
Φa(R

′, t′, t′′) ,

откуда оценка (3.2.31) следует с необходимостью. �
Оценим величинуD(a, ρ) для подобластей евклидова пространства Rn.

Пусть q = (Ra/ρ)
1/2. Положим

R′ = q−2ρ, t′ = q−1ρ, t′′ = qρ .
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n-Емкость сферического кондесатора Xa(ξ, η) легко вычисляется

capnXa(ξ, η) =
ωn−1(

ln η
ξ

)n−1 .

Далее имеем

Φa(R
′, t′, t′′) ≤

(
ωn−1

(2 ln q)n−1 +
ωn−1

(2 ln q)n−1

)1/n
/

(c2 ln q)1/n +

+

(
ωn−1

(2 ln q)n−1 +
ωn−1

(ln q)n−1

)1/n
/

(c2 ln q)1/n +

+

(
(ln q)n−1

ωn−1

)1/n(
ωn−1

(ln q)n−1 +
ωn−1

(ln q)n−1

)1/n

=

=
ω

1/n
n−1

c
1/n
2 2(n−2)/n ln q

+
ω

1/n
n−1(1 + 2n−1)1/n

c
1/n
2 2(n−1)/n ln q

+ 21/n =

= 21/n +
c3(n)

ln q
.

Таким образом, для подобластей в Rn мы приходим к оценке

D(a, ρ,K) ≤ exp

{
nK2n−2

n− 1

(
21/n +

2c3(n)

ln Ra/ ρ

)}
. (3.2.35)
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3.3 Характеристики многообразия

Опишем необходимые в дальнейшем свойства многообразия — изопери-
метрический профиль, основную частоту сечений многообразия геодези-
ческими сферами и их N -средние.

3.3.1 Изопериметрический профиль

Изопериметрическим профилем многообразия Y называется функция

θ = θY : [0, v) → R+, v = Hn(Y) ,

определяемая выражением

θY(τ) = inf
{
Hn−1 (∂′G) : G ⊂ Y − подобласть с Hn(G) = τ

}
.

Здесь и ниже Hk(E) есть k-мерная мера Хаусдорфа множества E ⊂ Y и
∂′G = ∂G \ ∂Y .

Другими словами, изопериметрический профиль θY есть наилучшая
из функций θ, удовлетворяющих условию

θ (Hn (G)) ≤ Hn−1 (∂′G) . (3.3.1)

В специальном случае Rn понятие изопериметрического профиля было
введено Альфорсом [118, с.188]; относительно приложений изоперимет-
рических методов в квазиконформных отображениях см. [107, часть I,
§13], [160], [221], [201].

Пусть далее ωn−1 означает (n− 1)-мерную площадь единичной сферы
Sn−1(0, 1) ⊂ Rn. Пусть L0(n) = ωn−1

1/nn(n−1)/n и пусть

θ0(t) = L0(n) t(n−1)/n .

Воспользуемся хорошо известным изопериметрическим свойством Rn:

θ0 (Hn (G)) ≤ Hn−1 (∂G)

для всякой области G ⊂ Rn с границей ∂G, Hn−1 (∂G) <∞.
Изопериметрический профиль полупространств Rn

± дается выражени-
ем

θRn
±(t) = L1(n) t(n−1)/n, L1(n) = (ωn−1/2)1/n n(n−1)/n . (3.3.2)
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В общем случае изопериметрический профиль θY(τ) труден для на-
хождения. Не менее трудными являются и его оценки через кривизны
многообравзия или другие геометрические величины. Ниже мы укажем
несколько таких случаев.

Если Y – полное, односвязное n−мерное риманово многообразие непо-
ложительной секционной кривизны, то, как показано в [176] и [143], су-
ществует постоянная c(n) ≤ L0(n) такая, что

c(n)
(
Hn (G)

)(n−1)/n ≤ Hn−1 (∂G) .

Тем самым,
θY(τ) ≥ cn τ

(n−1)/n. (3.3.3)

Предположим, что Y – полное, односвязное риманово многообразие,
dimY = n. Если секционная кривизна KY многообразия Y удовлетворя-
ет условию KY ≤ k < 0, k = const, то

(n− 1)
√

(−k)Hn (G) ≤ Hn−1 (∂G)

([248], стр. 504; [20], 34.2.6) и, таким образом,

θY(τ) ≥ (n− 1)
√

(−k) τ . (3.3.4)
Сделаем замечание об альтернативных изопериметрических характе-

ристиках областей. Пусть Y – связное ориентируемое риманово многооб-
разие. Определим изодиаметрический профиль риманова многообразия
Y как функцию

η : [0, diam(Y)) → R+ = [0,∞] ,
задаваемую выражением

η(r) = sup{Hn(A) : A ⊂⊂ Y и diam (A) ≤ r} . (3.3.5)
Тем самым, η есть наилучшая из функций таких, что соотношение

diamA ≤ r влечет vol (A) ≤ η(r). Например, в случае Y = Rn имеем

η(r) =
ωn−1

n2n
rn ,

где
ωn−1 = 2πn/2 /Γ(n/2)

есть площадь единичной сферы Sn−1 ⊂ Rn [148, стр. 69].
Относительно возможных приложений в теории отображений с огра-

ниченным искажением см. [164].
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3.3.2 Основная частота и ее N-средние

Для произвольного открытого множества Σ ⊂ SX (a, r) ⊂ X определим
величину

λS(Σ) = inf

(∫
Σ
|∇Sϕ|ndHn−1

)1/n

∫
Σ

|ϕ|ndHn−1

1/n , (3.3.6)

где точная нижняя грань берется по всевозможным функциям

ϕ ∈ W 1,n(Σ), suppϕ ⊂ Σ ,

и ∇Sϕ означает градиент ϕ в метрике SX (a, r).
Величина λS(Σ) называется основной частотой множества

Σ ⊂ SX (a, r) .

В случае, когда Σ – область в Rn и n = 2, данная величина имеет кон-
кретный физический смысл и означает частоту наиболее низкого соб-
ственного тона однородной упругой мембраны, жестко закрепленной на
границе области Σ (см., например, [123, главу III]). Некоторые оценки
основной частоты λS(Σ) для общего случая имеются в [72], близкие во-
просы рассматриваются в [3], [4] и др.

Кроме основной частоты, нами будет использоваться еще одна числен-
ная характеристика, которая определяется следующим образом. Пусть
U ⊂ SX (a, r) – произвольное открытое множество. Зададим целое N > 1
и обозначим через {Ui} – семейство непустых открытых подмножеств
Ui ⊂ U (i = 1, 2, . . . , N) такое, что Ui ∩Uj = ∅ при любых i 6= j. Величи-
ну

λS(U,N) = inf
1

N

N∑
i=1

λS(Ui), (3.3.7)

где точная нижняя грань берется по всевозможным семействам Ui, со-
стоящим из N открытых подмножеств, будем называть N – средним
основной частоты множества U ⊂ SX (a, r). Если N = 1, то по опреде-
лению полагаем

λS(U, 1) = inf
U ′⊂U,∂U 6=∅

λS(U
′).
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Указанные величины являются специальными случаями характери-
стик ε(τ,FB) и E(τ,N), вводимых соотношениями (2.3.21), (2.3.35), но
более прозрачны по содержанию и используются ниже, в том числе, для
оценок ε(τ,FB) и E(τ,N).

Основное содеpжание данного раздела состоит в оценках λS(U, 1).
Остановимся спеpва на пpостейших свойствах этой величины. Пpеж-

де всего отметим, что для любой паpы откpытых множеств V ⊂ U из
SX (a, r) выполнено

λS(V ) ≥ λS(U) , (3.3.8)
откуда вытекает, что λS(U,N) ≥ λS(U) пpи N ≥ 1.

Пpиведем более общее утвеpждение о монотонности N -сpедних основ-
ной частоты.

Лемма 3.3.1 Для пpоизвольного откpытого множества U ⊂ SX (a, r)
и любого N ≥ 1 спpаведливо неpавенство

λS(U,N + 1) ≥ λS(U,N) (3.3.9)

Для доказательства pассмотpим пpоизвольное семейство {Ui} (i =
1, 2, ..., N+1), допустимое пpи вычислении точной нижней гpани в (3.3.7).
Нетpудно видеть, что

1

N + 1

N+1∑
i=1

λS(Ui) =
1

N + 1

N+1∑
i=1

 1

N

N+1∑
j=1,j 6=i

λS(Uj)


Так как

1

N

N+1∑
j=1,j 6=i

λS(Uj) ≥ λS(U,N),

то
1

N + 1

N+1∑
i=1

λS(Ui) ≥ λS(U,N) ,

что и доказывает (3.3.9). �

Естественно пpедположить, что для ”достаточно хоpоших” многооб-
pазий N -сpедние основной частоты множества U ⊂ SX (a, r) стpемятся к
бесконечности с pостом N . Ниже будет показано, что это спpаведливо,
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по кpайней меpе, в двух важных случаях, а именно, когда U – множество
конечного объема в Rn и когда U – множество на гипеpсфеpе в Rn+1.

Нам потpебуется изопеpиметpическое неpавенство, связывающее ос-
новную частоту множества U с основной частотой шаpа того же объема.
Данное неpавенство может быть получено известными симметpизацион-
ными методами, как и в случае α = 2 (см. [96]). Мы дадим более коpоткое
доказательство, пpедставляющее собой комбинацию pассуждений из pа-
бот [151] и [157], использованных там в иных целях.

Пусть X есть n-меpное арифметическое пpостpанство Rn, оснащенное
pимановой метpикой dsX = ρ(x) |dx|, где ρ – непpеpывная, положитель-
ная в Rn функция. Пусть θ(t) – непpеpывная функция, опpеделенная на
[0, c], где c – объем Rn в метpике dsX . Предположим, что многообpазие X
является θ – изопеpиметpичным, т.е. для пpоизвольного откpытого мно-
жества U с гpаницей ∂U, ∂U 6= ∅, имеющей конечную меpу Hn−1(∂U),
спpаведливо неpавенство

θ

∫
U

ρn ∗ 11X

 ≤
∫
∂U

ρn−1dHn−1 . (3.3.10)

Имеет место

Теорема 3.3.1 Пусть U – откpытое подмножество θ-изопеpиметpи-
ческого многообpазия X , ∂U 6= ∅. Тогда

λn(U) ≥ inf

Hn(U)∫
0

θn(t) |g′(t)|n dt

Hn(U)∫
0

gn(t) dt

, (3.3.11)

где точная нижняя гpань беpется по всем убывающим, абсолютно
непpеpывным на [0,Hn(U)] функциям g(t), g (Hn(U)) = 0, и символ
Hn(U) означает объем U в метpике dsX .

Доказательство. Воспользуемся известным приемом получения таких
оценок для областей евклидова пространства (см. [151, замечание 6.6]
или [65, глава 2]). Зафиксиpуем пpоизвольно функцию g, допустимую в
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ваpиационной задаче (3.3.6). Не огpаничивая общности, можно считать
ее неотpицательной. Пользуясь фоpмулой для коплощади, имеем

‖ϕ‖nU =

∫
U

ϕn(x) ρn(x) dx =

∞∫
0

tn dt

∫
Et

ρn
dHn−1

|∇ϕ|
, (3.3.12)

где Et – множество t-уpовня функции ϕ.
Положим

V (t) =

∫
ϕ(x)≥t

ρn(x) dx.

Нетрудно видеть, что для почти всех t выполнено

V ′(t) = −
∫
Et

ρn
dHn

|∇ϕ|
,

и равенство (3.3.12) можно переписать в виде

‖ϕ‖nU =

Hn(U)∫
0

tn(V ) dV. (3.3.13)

Далее заметим, что

‖|∇ϕ|‖nU =

∞∫
0

dt

∫
Et

|∇ϕ|n−1dHn−1 . (3.3.14)

В силу неравенства Гельдера, имеем∫
Et

ρn−1 dHn−1 ≤

∫
Et

|∇ϕ|n−1 dHn−1

1/n∫
Et

ρn
dHn−1

|∇ϕ|

(n−1)/n

,

И пользуясь (3.3.10), приходим к неравенству

θn (V (t))

|V ′(t)|n−1 ≤
∫
Et

|∇ϕ|n−1 dHn−1 .
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Отсюда, на основании (3.3.14), вытекает, что

‖|∇Xϕ|‖nU ≥
Hn(U)∫
0

θn (V ) |t′(V )| dV (3.3.15)

Сопоставляя (3.3.13) и (3.3.15) получаем требуемое. �
Рассмотрим теперь случай, в котором X = Rn. Введем величину

j(α, n) = inf

1∫
0

tα(n−1)/n|g′(t))|α dt

1∫
0

gα(t) dt

, (3.3.16)

где точная нижняя грань берется по всем убывающим, абсолютно непре-
рывным на [0, 1]] функциям g(t), g(1) = 0. Известно, что (см. [114], [63]
или [150, стр. 382] )

j(α, 1) = (α− 1)
(α
π

sin
π

α

)−α
.

Полагая в (3.3.11) θ(t) = (ωn−1n
n−1tn−1)1/n, приходим к неравенству

λ(U) ≥ c1Hn(U)−1/n, (3.3.17)
где

c1 = (nn−1ωn−1)
1/nj1/n(n, n)

и равенство достигается тогда и только тогда, когда U – шар.
Неравенство (3.3.17), кроме непосредственной оценки основной часто-

ты, может служить источником также грубой, однако достаточно эф-
фективной оценки ее N -средних.

Лемма 3.3.2 Для произвольного открытого множества U ⊂ Rn вы-
полнено

λ(U,N) ≥ c1

(
N

Hn(U)

)1/n

, (3.3.18)

где c1 – постоянная из неравенства (3.3.17). При n = 1 имеет место
знак равенства.
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Чтобы доказать данное утверждение, зафиксируем семейство откры-
тых, попарно непересекающихся подмножеств Ui ⊂ U (i = 1, 2, . . . , N).
В силу (3.3.17), для каждого из Ui имеем

λ(Ui)
−n ≤ c−n1 Hn(Ui) ,

откуда
N∑
i=1

λ(Ui)
−n ≤ c−n1 Hn(U). (3.3.19)

Пользуясь неравенством(
1

N

N∑
i=1

|ai|t1
)1/t1

≤

(
1

N

N∑
i=1

|ai|t2
)1/t2

, (3.3.20)

справедливым при любых t1 ≤ t2 (см., [114, стр. 41] ), получаем

N−1/n

(
N∑
i=1

(λ(Ui))
−n

)−1/n

≤ 1

N

N∑
i=1

λ(Ui).

Отсюда, на основании (3.3.19), можно заключить, что

c1

(
N

Hn(U)

)1/n

≤ 1

N

N∑
i=1

λ(Ui),

и неравенство (3.3.18) доказано.
Утверждение о знаке равенства следует из высказываний о равенствах

в (3.3.17) и (3.3.20). �

Нам потребуется также следующее утверждение.

Лемма 3.3.3 Пусть l = kx + b : Rn → Rn – преобразование подобия и
k > 0. Тогда для всякой области D ⊂ Rn выполнено

λ(l(D)) =
1

k
λ(D) , (3.3.21)

λ(D,N) = k λ(l(D), N) , N = 2, 3, . . . . (3.3.22)



164 ГЛАВА 3. КВАЗИКОНФОРМНО ПЛОСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ

Доказательство. Пусть ϕ(y) ∈ C1
0(l(D)) – произвольная функция и

ϕ∗(x) = ϕ(kx+ b) ∈ C1
0(D). Легко видеть, что∫

l(D)

|ϕ(y)|ndy1 . . . dyn = kn
∫
D

|ϕ∗(x)|ndx1 . . . dxn

и ∫
l(D)

|∇ϕ(y)|ndy1 . . . dyn = kn−p
∫
D

|∇ϕ∗(x)|ndx1 . . . dxn.

Мы имеем∫
l(D)

|∇ϕ(y)|ndy1 . . . dyn


1/p

∫
l(D)

|ϕ(y)|ndy1 . . . dyn


1/n = k−1

∫
D

|∇ϕ∗(x)|ndx1 . . . dxn

1/n

∫
D

|ϕ∗(x)|ndx1 . . . dxn

1/n ,

откуда легко приходим к (3.3.21) и (3.3.22). �

3.3.3 Неравенство В.А. Клячина

Пусть M – n-мерное, связное, ориентируемое риманово C2-многообра-
зие. Зафиксируем произвольно точку x0 ∈M и обозначим через r(x, x0)
геодезическое расстояние от точки x до x0. Положим

B(r) = {x : r(x0, x) < r}, S(r) = {x : r(x0, x) = r}.

Если D – область в M, то мы пользуемся обозначениями

D(r) = D ∩B(r), Σ(r) = D ∩ S(r).

Пусть ω – дифференциальная (n− 1)-форма, определенная в D и та-
кая, что

ω ∈ W 1,1
loc , ω|∂D = 0, ∗dω ≥ 0.
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Рассмотрим величину

ε(r) = sup
ω0

∫
Σ(r)

∗dω

/∣∣∣∣∣∣∣
∫

Σ(r)

ω − ω0

∣∣∣∣∣∣∣ ,
где sup берется по всем замкнутым формам ω0 ∈ W 1,1

loc (D), ω0|∂D = 0.
Данная величина будет оцениваться ниже через основную частоту

множества Σ(r), что нам потребуется, в свою очередь, для оценок ис-
кажения отображений с ограниченным искажением. Но сначала мы ука-
жем некоторые ее оценки, получаемые непосредственно.2 Далее, вплоть
до конца раздела мы следуем работе В.А. Клячина [191], выполненной
по нашей просьбе.

Будем рассматривать формы ω следующего типа. Предположим, что
функция f ∈ W 1,q(D) и df = 0 на границе ∂D. Пусть W – (n−2)-форма
в D такая, что W ∈ W 1,p

loc , (1/p+ 1/q = 1)

ν1 |dW |p ≤ ∗ (dW ∧ df), (3.3.23)

|df | ≤ ν2 |dW |p−1, ν1, ν2 ≡ const > 0, (3.3.24)

ω = W ∧ df. (3.3.25)

Рассмотрим векторное поле E с однопараметрической группой преоб-
разований gt(x), для которой:

i) существует точка x(r) такая, что x(r) ∈ gt(Σ(r)) ⊂ gs(Σ(r)) при всех
0 < s < t;

ii) limt→∞ gt(Σ(r)) = x(r);

iii) supgt(Σ(r)) ||dgt(x)|| ≤ Ae−λt для подходящих A, λ > 0;

iv) при каждом x 6= x(r) существует единственная точка y ∈ ∂D ∩ Σ(r),
для которой x = gt(y).

2Ср. [181, глава 5].
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Докажем следующее неравенство типа неравенства Пуанкаре – Собо-
лева. Указанное неравенство принадлежит В.А. Клячину [191].

Теорема 3.3.2 Для всякой (n − 1)-формы ω со свойствами (3.3.23) –
(3.3.25) существует слабо замкнутая форма ω0 вида (3.3.23) – (3.3.25)
такая, что для почти всех r выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣∣

∫
Σ(r)

ω − ω0

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ
1
p
ν2

ν1

∫
Σ(r)

∗dω,

где

λ =

+∞∫
0

sup
y∈∂Σ(t)

|E(t, y)|p
 +∞∫

t

d(τ)

d(t)
dτ

p−1
 dt,

d(t) = exp


t∫

0

divE(s, y)ds

 ,

и divE означает дивергенцию векторного поля E на S(r).

Докажем предварительно две леммы. Предположим сперва, что функ-
ция f ∈ C1(D) и W ∈ C2(D). Пусть x = (t, y) – произвольная точка и
пусть X – (n− 2)-вектор в точке x. Положим Xτ = dgτ−t(X), и

N(X) = −
+∞∫
t

dW (E ∧Xτ)dτ.

Лемма 3.3.4 Мы имеем
dN = dW.

Доказательство. Проверим сперва следующее равенство. Пусть w –
(n− 2)-форма, определяемая соотношением w(Y ) = N(E ∧ Y ). Тогда

(LEN)(X) = (dN)(E ∧X) + dw(X).
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Здесь LE означает производную Ли вдоль поля E. В силу специфики в
конструкции формы N и векторного поля X имеем

w ≡ 0 , LEX = 0 .

Таким образом, предыдущее равенство может быть переписано в виде

d

dt
N(Xt) = (dN)(E ∧Xt).

Поскольку

N(Xt) = −
+∞∫
t

dW (E ∧Xτ)dτ ,

то
(dW )(E ∧Xt) =

d

dt
N(Xt) = (dN)(E ∧Xt).

Предположим теперь, чтоX = X0∧X1∧...∧Xn−2. Продолжим эти век-
торы до векторных полей на gt(∂D) так, чтобы LXi

Xj = 0. Эти вектор-
ные поля могут быть продолжены вдоль векторного поля E следующим
образом: Xi(τ) = (dgτ−t)(Xi). Тогда справедливо следующее равенство

LEXi = 0.

Далее воспользуемся известной дифференциально-геометрической фор-
мулой, которая в нашем специальном случае имеет вид

(dN)(X0, X1, ..., Xn−2) =
n−2∑
i=0

(−1)i−1LXi
N(X0, ..., X̂i, ..., Xn−2).

Символˆнад Xi означает, что символ Xi опускается. Прямые вычисле-
ния, использующие условия iii) на векторное поле E, показывают, что
dN(X) = dW (X) для всех (n− 1)-векторов X. �

Лемма 3.3.5 Если dx = J(t, y) dt dy есть элемент (n − 1)-объема на
Σ(r), то при всех 0 ≤ t ≤ τ выполнено

J(t, y) = J(τ, y) exp


τ∫
t

divE(s, y)ds

 .
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Доказательство. Пользуясь предложением 2.25 из [246], по определе-
нию дивергенции имеем

LE(dx) = (divE) dx

и, таким образом,

∂J(t, y)

∂t
= J(t, y) divE(t, y).

Интегрированием этого равенства, получаем нужное. �

Доказательство теоремы 3.3.2. Отметим сначала, что если Xt как в
лемме 3.3.4, то тем же самым способом, как и в лемме 3.3.5, проверяется

|E ∧Xτ | = |E ∧Xt| exp


τ∫
t

divE(s, y)ds

 . (3.3.26)

Положим W0 = W − N, ω0 = W0 ∧ df . Так как ω0 = 0 на ∂D и для
некоторого (n− 1)-вектора X, |X| = 1, 〈E,X〉 = 0, мы получаем

∫
Σ(r)

ω − ω0 =

∫
Σ(r)

N(X) df(
E

|E|
). (3.3.27)
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На основании леммы 3.3.4 и соотношения (3.3.26) получаем

|N(X)| ≤
+∞∫
t

|dW (E ∧Xτ) | dτ ≤

≤
+∞∫
t

|dW ||E ∧Xτ | dτ =

=

+∞∫
t

|dW ||E(t, y)| exp{
τ∫
t

div(s, y)ds} dτ =

=

+∞∫
t

|dW ||E(t, y)| d(τ)
d(t)

.

Пользуясь теперь неравенством Гельдера, находим∣∣∣∣∣∣∣
∫

Σ(r)

ω − ω0

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

Σ(r)

|N |p


1
p
∫

Σ(r)

|df |p/(p−1)


p−1

p

.

В силу (3.3.27), мы вправе заключить теперь, что∫
Σ(r)

|N |p

 ≤
∫

Σ(r)

|E(t, y)|p
 ∞∫

t

|dW |pd(τ)
d(t)

 ∞∫
t

d(τ)

d(t)

p−1

=

=

∞∫
0

∫
∂D∩Σ(r)

|E(t, y)|pJ(0, y)d(t)

 +∞∫
t

|dW |pd(τ)
d(t)

 ∞∫
t

d(τ)

d(t)

p−1

dy ≤
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≤ λ

∫
Σ(r)

|dW |p , (3.3.28)

где

λ =

+∞∫
0

sup
y∈∂Σ(t)

|E(t, y)|p
 +∞∫

t

d(τ)

d(t)

p−1
 dt.

Используя (3.3.23) – (3.3.25) и (3.3.28), приходим к неравенству

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Σ(r)

ω − ω0

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ
1
p
ν2

ν1

∫
Σ(r)

∗dω.

Предположим теперь, что W ∈ W 1,p
loc , f(x) ∈ W 1,q

loc , 1/p+ 1/q = 1. Мы
можем найти Wk → W в W 1,p

loc , Wk ∈ C2, и fk → f в W 1,q
loc , fk ∈ C1.

Пусть Nk – (n−2)-формы построенные как в лемме 3.3.4 с помощью Wk.
Положим θk = (Wk−Nk)∧ dfk. Как при доказательстве леммы 3.3.4, мы
построим также форму N . Заметим, что N определена почти всюду в D.
Так как dW ∈ Lp, то на основании теоремы Фубини и вышеприведенных
аргументов мы заключаем, что N ∈ Lp и Nk → N в Lp. Отсюда мы
можем установить, что (W −N)∧ df является слабо замкнутой формой.
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Для произвольной функции ψ ∈ Lip (D), suppψ ⊂⊂ D имеем∣∣∣∣∣∣
∫
D

dψ ∧ (W −N) ∧ df

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∫
D

dψ ∧ (W −Wk +Wk −Nk +Nk −N) ∧ (df − dfk + dfk)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ||dψ||L∞ · ||W −Wk||Lp

· ||dfk||Lq
+ ||dψ||L∞ · ||Nk −N ||Lp

· ||dfk||Lq
+

+||dψ||L∞||W −N ||Lp
· ||df − dfk||Lq

+

∣∣∣∣∣∣
∫
D

dψ ∧ θk

∣∣∣∣∣∣ .
Последнее слагаемое есть нуль, поскольку форма θk замкнута. Используя
теорему Фубини, как и выше, приходим к теореме 3.3.2. �

3.3.4 Два иллюстрирующих примера

В первом примере предположим, что M = Rn. Пусть D – область в Rn

такая, что множества Σ(r) односвязны. Обозначим через R(r) радиус
описанного вокруг Σ(r) геодезического шара H(r) и через D′ = ∪rH(r).
Очевидно, что εD(r) ≥ εD′(r). Если ρ – геодезическое расстояние на S(r)
от центра шара H(r), то

div
∂

∂ρ
=
n− 2

r
ctg ρ/r.

Положим теперь E = −ρ ∂
∂ρ . Поскольку

divE = −1− ρ
n− 2

r
ctg ρ/r

и
|E(t, y)| = ρ = Re−t, 0 < t < +∞,
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где

dt = −dρ
ρ
,

то на основании теоремы 3.3.2 имеем

λ =

+∞∫
0

Rpe−pt

 +∞∫
t

e−(τ−t)
(

sinRe−τ/r

sinRe−t/r

)n−2

dτ

p−1

dt.

В частности, справедлива оценка

εD(r) ≥ p1/p(n− 1)(p−1)/p 1

R
· ν1

ν2

(
sinR/r

R/r

)(p−1)(n−2)/p

.

Другой пример. Пусть теперь Hn(k) – пространство Лобачевского по-
стоянной кривизны −k2. Положим M = Hn(k). Пусть D – подобласть
в Hn(k) такая, что множества Σ(r) односвязны. Обозначим через R(r)
радиус описанного вокруг Σ(r) геодезического шара H(r) и через D′ =
∪rH(r). Очевидно, что εD(r) ≥ εD′(r). Если ρ – геодезическое расстояние
на S(r), то

div
∂

∂ρ
=

(n− 2)k

sinh kr
ctg

kρ

sinh kr
.

Выберем E = −ρ ∂/∂ρ. По теореме 3.3.2 получаем

λ =

+∞∫
0

Rp · ept
 +∞∫

t

e−(τ−t)
(

sin (kRe−τ/ sinh kr)

sin (kRe−t/ sinh kr)

)n−2

dτ

p−1

dt.

В частности,

εD(r) ≥ p1/p(n− 1)(p−1)/p 1

R
· ν1

ν2

(
(sinh kr) · sin kR

sinh kr

kR

)(p−1)(n−2)/p

.
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3.4 Квазиконформно плоские поверхности codim = 1

Пусть n ≥ 2. Пусть X – произвольное некомпактное риманово многооб-
разие, dimX = n. Рассмотрим локально квазиконформно плоскую ги-
перповерхность Π в X . Фиксируем произвольно точку a ∈ Π, радиус
R, 0 < R < Ra и квазиконформное отображение f : BX (a,R) → B(0, 1),
для которого f(Π(a,R)) ⊂ Π0. Гиперповерхность Π(a,R) разбивает шар
BX (a,R) на две подобласти

∆+ = f−1(B+) и ∆− = f−1(B−)

таким образом, что ∆+ ∪ Π(a,R) ∪∆− = BX (a,R). Здесь

B± = B(0, 1) ∩ Rn
± .

Пусть γ ⊂ BX (a,R) – непрерывный путь, выходящий из точки
x0 ∈ BX (a,R). Будем называть путь γ расходящимся в BX (a,R), если

γ ∩ (X \BX (a,R)) 6= ∅ .

Будем говорить, что множество Γ ⊂ ∆+ отделяет точку a ∈ ∆+, если
для всякого расходящегося в BX (a,R) пути γ ⊂ ∆+ с началом в точке a
выполнено γ ∩ Γ 6= ∅.

Для произвольного r, 0 < r < R пусть S+
X (a, r) означает связную ком-

поненту множества SX (a, r)\Π содержащуюся в ∆+ и отделяющую точку
a ∈ Π в ∆+. Пусть B+

X (a, r) означает множество всех x ∈ ∆+, отделяе-
мых в ∆+ гиперповерхностью S+

X (a, r). Ясно при этом, что ∂′B+
X (a, r) =

S+
X (a, r). Пусть S−X (a, r) и B−

X (a, r) означают соответствующие величины
для области ∆−. Положим

I±(a, r) =

∫
B±X (a,r)

|f ′(x)|n ∗ 11X ,

где ∗11X – элемент n-мерного объема в X .
Далее нам потребуются два простых утверждения, хорошо известных

для квазиконформных отображений областей евклидова пространства.
Первое из них нам будет необходимо, в частности, для вычисления меры
образа B±

X (a, r) при квазиконформных отображениях.
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Лемма 3.4.1 Пусть f : X → Rn – квазиконформное отображение.
Тогда для произвольного измеримого множества E ⊂ Rn и для произ-
вольной измеримой функции χ : E → R выполнено∫

E

χ(y) ∗ 11Rn =

∫
f−1(E)

χ(f(x)) J(x, f) ∗ 11X . (3.4.1)

Доказательство. В очень общей форме соотношение (3.4.1) доказано
в [241]. Мы дадим здесь совсем простое доказательство. Действительно,
фиксируем покрытие {Ui} многообразия X областями Ui, i = 1, 2, . . ., с
системой локальных C2-гладких координат в каждой Ui. Не уменьшая
общности можем предполагать, что каждая из карт t = τi(x) : Ui → Rn,
i = 1, 2, . . ., является квазиизометрической, т.е. для произвольной пары
точек x′, x′′ ∈ Ui выполнено

Ai d(x
′, x′′) ≤ |τi(x′)− τi(x

′′)| ≤ Bi d(x
′, x′′) (3.4.2)

с некоторыми постоянными Ai, Bi > 0, i = 1, 2, . . .
По теореме 1 [97, глава I] существует локально конечное разбиение

единицы
∑

i φi, подчиненное покрытию {Ui}. Мы имеем∫
f−1(E)

χ(f(x)) J(x, f) ∗ 11X =

∫
f−1(E)

∑
i

φi(x)χ(f(x)) J(x, f) ∗ 11X =

=
∑
i

∫
Ui∩f−1(E)

φi(x)χ(f(x)) J(x, f) ∗ 11X .

Так как отображение f : X → Rn – K-квазиконформно, а отображе-
ния τi – билипшицевы, то отображения

f̃i = f ◦ τ−1
i : τ(Ui) ⊂ Rn → Rn

являются Ki-квазиконформными с некоторыми постоянными Ki ≥ 1,
зависящими от K, Ai, Bi, i = 1, 2, . . . Пусть t = (t1, t2, . . . , tn). Пользуясь
формулой замены переменной для квазиконформных отображений в Rn
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[99, теоремы 2.2 и 6.2], находим∫
Ui∩f−1(E)

φi(x)χ(f(x)) J(x, f) ∗ 11X =

=

∫
τ−1
i (Ui∩f−1(E))

φi(τ
−1
i (t))χ(f̃i(t)) J(t, f̃i) dt1 ∧ . . . ∧ dtn =

=

∫
f(Ui)∩E

φi(f
−1(y))χ(y) dy1 ∧ . . . ∧ dyn .

Отсюда,∫
f−1(E)

χ(f(x)) J(x, f) ∗ 11X =
∑

i

∫
f(Ui)∩E

φi(f
−1(y))χ(y) dy1 ∧ . . . ∧ dyn =

=
∑

i

∫
E

φi(f
−1(y))χ(y) dy1 ∧ . . . ∧ dyn =

=

∫
E

∑
i

φi(f
−1(y))χ(y) dy1 ∧ . . . ∧ dyn =

=

∫
E

χ(y) dy1 ∧ . . . ∧ dyn ,

и (3.4.1), действительно, справедливо. �
Для квазиконформных отображений областей евклидова простран-

ства следующее неравенство можно найти в [99, стр. 35].

Лемма 3.4.2 Для почти всех r, 0 < r < Ra, выполнено

Hn−1 (f(S±X (a, r))
)
≤

∫
S±X (a,r)

|f ′(x)|n−1dHn−1 , (3.4.3)

где dHn−1 – элемент (n− 1)-меры Хаусдорфа на SX (a, r).

Доказательство. Так как отображение f : X → Rn квазиконформно,
обратное отображение f−1 : f(X ) ⊂ Rn → X также квазиконформно.
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Поскольку d(a, x) удовлетворяет условию Липшица на X , то функция
d̃(y) = d(a, f−1(y)) принадлежит классу W 1,n

loc (f(B±
X (a,Ra))). По теореме

12 статьи [162] для почти всех r, 0 < r < Ra, множества уровня

Er = {y ∈ f(B±
X (a,Ra)) : d̃(y) = r}

являются счетно (Hn−1, n − 1)-спрямляемыми и, в частности, имеют
σ-конечную (n− 1)-мерную меру Хаусдорфа.

Фиксируем произвольно r1, r2 так, чтобы 0 < r1 < r2 < Ra. В силу
цитированной выше теоремы 12 из [162], находим

r2∫
r1

Hn−1(Er) dr=

r2∫
r1

dr

∫
f(S±X (a,r))

|∇d̃(y)| dH
n−1

|∇d̃(y)|
=

=

∫
r1<d̃(y)<r2

|∇d̃(y)| dy1 ∧ . . . ∧ dyn .
(3.4.4)

Данное утверждение справедливо в предположении конечности интегра-
ла в левой части соотношения. Это будет ясно из дальнейшего.

Пусть f−1 = g. Заметим, что

|∇d̃(y)|= |∇d(a, g(y))| =

= | (g′(f(x)))∇xd(a, x)| =

= | (f ′(x))−1∇xd(a, x)| .
(3.4.5)

Таким образом, из предыдущего равенства на основании леммы 3.4.1
будем иметь

r2∫
r1

Hn−1(Er) dr =

∫
r1<d(a,x)<r2

| (f ′(x))−1∇xd(x, a)| det (f ′(x)) ∗ 11X .

Пусть x ∈ X – точка, в которой определено линейное отображение
f ′(x) : Tx(X ) → Tf(x)Rn. Найдем в Tx(X ) и в Rn ортонормальные си-
стемы векторов u1, . . . ,un и v1, . . . ,vn такие, что f ′(ui) = λi vi, где λi
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– некоторые постоянные (i = 1, . . . , n). Выбирая в Tx(X ) и Rn соответ-
ствующие системы координат, можно записать

f ′(x) =



λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . . . . . . .

0 0 . . . λn


и (f ′(x))−1 =



1
λ1

0 . . . 0

0 1
λ2
. . . 0

. . . . . . . .

0 0 . . . 1
λn


.

При этом, предполагая λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn, имеем

|f ′(x)| = λn , |(f ′(x))−1| = λ−1
1 и det (f ′(x)) = λ1λ2 · · ·λn .

Далее находим

| (f ′(x))−1∇xd(a, x)| |det (f ′(x))| =

=

∣∣∣∣(f ′(x))−1 ∇xd(a, x)

|∇xd(a, x)|

∣∣∣∣ |∇xd(a, x)|
∏n

i=1 λi ≤

≤ |(f ′(x))−1| |∇xd(a, x)|
∏n

i=1 λi ≤

≤
∏n

i=2 λi |∇d(a, x)| ≤ |f ′(x)|n−1|∇d(a, x)| .

Тем самым, приходим к соотношению
r2∫
r1

Hn−1(Er) dr ≤
∫

r1<d(x,a)<r2

|f ′(x)|n−1|∇d(a, x)| ∗ 11X .

Функция d(a, x) удовлетворяет условию Липшица. По формуле Крон-
рода – Федерера для липшицевых функций на многообразиях (см. [20,
раздел 2.4 главы 3]) мы можем записать∫

r1<d(x,a)<r2

|f ′(x)|n−1|∇d(a, x)| ∗ 11X =

r2∫
r1

dr

∫
S±X (a,r)

|f ′(x)|n−1 dHn−1 .
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Таким образом,
r2∫
r1

Hn−1(Er) dr ≤
r2∫
r1

dr

∫
S±X (a,r)

|f ′(x)|n−1 dHn−1 .

Разделим обе части неравенства на r2 − r1 и перейдем к пределу при
r2 → r1. На основании теоремы Лебега о дифференцируемости интегра-
ла по переменному пределу интегрирования, легко убеждаемся в спра-
ведливости (3.4.3) для почти всех r ∈ (0, Ra). �

Возвратимся к оценке интеграла энергии. Рассмотрим два случая.
Случай 1. Пусть Y – произвольное риманово многообразие с изопери-

метрическим профилем θY . Условие квазиконформности (3.2.15) вместе
с соотношением (3.4.1) влекут:

K−1I±(a, r) = K−1
∫
B±X (a,r)

|f ′(x)|n ∗ 11X ≤ Hn
(
f(B±

X (a, r))
)
.

В силу (3.3.2), замечаем, что

θRn
±

(
Hn
(
f(B±

X (a, r))
))
≤ Hn−1 (f(S±X (a, r))

)
.

С использованием (3.4.1) и (3.4.3), предыдущее неравенство тогда дает

L
n/(n−1)
1 K−1I±(a, r)≤L

n/(n−1)
1

∫
B±X (a,r)

J(x, f) ∗ 11X =

= L
n/(n−1)
1 Hn

(
f(B±

X (a, r))
)
≤

≤
(
Hn−1

(
f(S±X (a, r))

))n/(n−1) ≤

≤

(∫
S±X (a,r)

|f ′(x)|n−1dHn−1

)n/(n−1)

≤

≤
(
Hn−1

(
S±X (a, r)

))1/(n−1)
∫
S±X (a,r)

|f ′(x)|n dHn−1 .
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Пользуясь еще раз формулой Кронрода – Федерера для ко-площади и,
замечая, что |∇d(a, x)| = 1 почти всюду на X , имеем

I±(a, r) =

r∫
0

dt

∫
S±X (a,t)

|f ′(x)|n dHn−1

|∇d(a, x)|
=

=

r∫
0

dt

∫
S±X (a,t)

|f ′(x)|n dHn−1 ,

(3.4.6)

т.е. для почти всех r, 0 < r < Ra,

d

dr
I±(a, r) =

∫
S±X (a,r)

|f ′(x)|n dHn−1 . (3.4.7)

Тем самым, предыдущее неравенство может быть переписано в виде

c1(n,K)α±(a, r) ≤ 1

I±(a, r)

d

dr
I±(a, r) для почти всех r > 0 ,

где
α±(a, r) =

(
Hn−1 (S±X (a, r)

))1/(1−n)

и
c1(n,K) = L

n/(n−1)
1 K−1 = nω

1/(n−1)
n−1

/
(K 21/(n−1)) .

Интегрируя данное дифференциальное неравенство от r до R при
0 < r < R < Ra, выводим

c1(n,K)

∫ R

r

α±(a, t) dt ≤ ln
I±(a,R)

I±(a, r)
. (3.4.8)

Случай 2. Пользуясь формулой Остроградского – Гаусса [86, раздел
2.4.2], для почти всех r ∈ (0, Ra) можем записать∫

B±X (a,r)

J(x, f) ∗ 11X =

∫
∂B±X (a,r)

f1 df2 ∧ . . . ∧ dfn (3.4.9)
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(пояснения см. ниже). Однако, гиперповерхность Π является квазикон-
формно плоской и потому fn|Π = 0. Следовательно,∫

B±X (a,r)

J(x, f) ∗ 11X =

∫
S±X (a,r)

f1 df2 ∧ . . . ∧ dfn . (3.4.10)

Соотношения (3.4.9) и (3.4.10) не нуждаются в пояснениях для случая
C2-гладких отображений. В случае гомеоморфизмов f : X → Rn класса
W 1,n

loc (X ) аппроксимируем f гладкими отображениями fk : X → Rn со
свойствами:
i) fk → f локально равномерно в X при k →∞;
ii) для всякой подобласти D ⊂⊂ X при k →∞ выполнено

|f ′k(x)− f ′(x)|Ln(D) → 0 .

Нетрудно видеть, что такая аппроксимация возможна, если воспользо-
ваться известной техникой приближения соболевских функций сглажи-
вающими средними (см., например, [11, §5 главы II] или [148, раздел
4.2.1]). Действительно, зафиксируем произвольно

r1, r2 , 0 < r1 < r2 < Ra .

Пользуясь соотношением (3.4.9) для гладких функций, доказываем ра-
венство

r2∫
r1

dr

∫
B±X (a,r)

J(x, fk) ∗ 11X =

r2∫
r1

dr

∫
∂B±X (a,r)

fk 1 dfk 2 ∧ . . . ∧ dfk n .

Так как fk → f равномерно на B±
X (a, r) и f1|Π = 0, то, переходя к

пределу при k →∞, получаем
r2∫
r1

dr

∫
B±X (a,r)

J(x, f) ∗ 11X =

r2∫
r1

dr

∫
S±X (a,r)

f1 df2 ∧ . . . ∧ dfn .

Теперь, как и выше, разделим обе части этого равенства на r2 − r1. Пе-
реходя к пределу при r2 → r1, убеждаемся в справедливости (3.4.10) для
почти всех r, 0 < r < Ra.
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Пользуясь (3.4.10), для почти всех r, 0 < r < Ra, находим∫
B±X (a,r)

|f ′(x)|n ∗ 11X ≤K

∫
B±X (a,r)

J(x, f) ∗ 11X =

=K

∫
S±X (a,r)

f1 df2 ∧ ... ∧ dfn ≤

≤K

∫
S±X (a,r)

|f1| |df2 ∧ ... ∧ dfn| dHn−1 .

(3.4.11)

Оценим норму (n− 1)-формы df2 ∧ ...∧ dfn. Так как форма df2 ∧ . . .∧ dfn
простая, то

|df2 ∧ ... ∧ dfn|2 = 〈df2 ∧ ... ∧ dfn, df2 ∧ ... ∧ dfn〉

= 〈∇f2 ∧ ... ∧∇fn, ∇f2 ∧ ... ∧∇fn〉

≤
∏n

i=2 |∇fi|2 .

В силу неравенства между средним геометрическим и средним арифме-
тическим, (

n∏
i=2

|∇fi|2
) 1

n−1

≤ 1

n− 1

n∑
i=2

|∇fi|2

и потому

|∇f2 ∧ ... ∧∇fn| ≤

(
1

n− 1

n∑
i=2

|∇fi|2
)(n−1)/2

. (3.4.12)

Далее, для произвольного вектора h ∈ Tx(X ) выполнено

|f ′(x)h|2 =
n∑
i=1

〈∇fi, h〉2 ,
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а потому, полагая здесь h = ∇fk/ |∇fk|, будем иметь

|∇fk|2 +
1

|∇fk|2
n∑

i=1
i 6=k

〈∇fi,∇fk〉2 ≤ |f ′|2 .

Тем самым, из (3.4.12) следует

|df2 ∧ ... ∧ dfn| ≤ |f ′|n−1 .

Пользуясь неравенством Гельдера, имеем∫
B±X (a,r)

|f ′|n ∗ 11X ≤
∫

S±X (a,r)

|f1| · |f ′|n−1dHn−1 ≤

≤

 ∫
S±X (a,r)

|f1|ndHn−1


1/n ∫

S±X (a,r)

|f ′|ndHn−1


(n−1)/n

.

(3.4.13)

Рассмотрим произвольную локальную C2-карту t = τ(x) : U → Rn

многообразия X со свойством (3.4.2). Функция d̃(t) = d(a, τ−1(t)) лип-
шицева в области τ(U) и, следовательно, имеет ограниченную вариа-
цию в τ(U) (см., например, [148, раздел 5.1]). По теореме 1 раздела 5.5
[148] почти все поверхности уровня функции d̃ имеют конечный пери-
метр в смысле Де Джорджи. Поэтому на основании теоремы 2 раздела
5.7 [148], можно заключить, что почти все поверхности уровня являются
с точностью до Hn−1-меры нуль C1-гладкими гиперповерхностями и, в
частности, почти всюду имеют касательные плоскости. Поскольку C2-
гомеоморфизм τ : U → Rn билипшицев, это же высказывание верно для
почти всех поверхностей S±X (a, r).

Фиксируем поверхность S±X (a, r), r ∈ (0, Ra), с указанными свойства-
ми. Поскольку

f(∂S±X (a, r)) ⊂ Π0 ,

то f1|∂S±X (a,r) = 0 и, в силу определения основной частоты множества
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S±X (a, r), получаем ∫
S±X (a,r)

|f1|n dHn−1


1/n

≤

(3.4.14)

≤ 1

λ(S±X (a, r))

 ∫
S±X (a,r)

|∇Sf1|n dHn−1


1/n

.

Пусть x ∈ S±X (a, r) – точка, в которой S±X (a, r) имеет касательную
плоскость, а отображение f дифференциал. Поскольку

|∇Sf1| ≤ |∇f1| ≤ |f ′(x)| ,
то в силу (3.4.14) находим ∫

S±X (a,r)

|f1|ndHn−1


1/n

≤ 1

λ±(a, r)

 ∫
S±X (a,r)

|f ′|n dHn−1


1/n

,

где обозначено
λ±(a, r) = λ(S±X (a, r)) .

Вспоминая теперь (3.4.13), получаем∫
B±X (a,r)

|f ′(x)|n ∗ 11X ≤
1

λ±(a, r)

∫
S±X (a,r)

|f ′|n dHn−1 .

В силу (3.4.7), приходим к дифференциальному неравенству

λ±(a, r)I±(a, r) ≤ d

dr
I±(a, r) .

Интегрируя это неравенство, получаем
R∫
r

λ±(a, t) dt ≤ ln
I±(a,R)

I±(a, r)
. (3.4.15)
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Неравенства (3.4.8) и (3.4.15) дают нам необходимые оценки для ин-
теграла энергии. Именно, имеет место

Лемма 3.4.3 Пусть X – n−мерное связное некомпактное риманово
многообразие без края. Пусть Π – локально квазиконформно плоская
гиперповерхность в X . Зададим произвольно точку a ∈ Π, радиус R,
0 < R < Ra, и квазиконформное отображение f : BX (a,R) → B(0, 1)
такое, что f(Π(a,R)) ⊂ Π0. Тогда для любого r ∈ (0, R) выполнено

exp

c1(n,K)

R∫
r

(
α+(a, t) + α−(a, t)

)
dt

 ≤ I+(a,R)I−(a,R)

I+(a, r)I−(a, r)
(3.4.16)

и

exp


R∫
r

(
λ+(a, t) + λ−(a, t)

)
dt

 ≤ I+(a,R)I−(a,R)

I+(a, r)I−(a, r)
. (3.4.17)

Для доказательства потенцируем неравенства (3.4.8). Мы получаем

exp

{
c1(n,K)

∫ R

r

α±(a, t) dt

}
≤ I±(a,R)

I±(a, r)
.

Перемножив эти неравенства, приходим к (3.4.16).
Неравенство (3.4.17) следует из (3.4.15) аналогичным образом. �
Укажем два свойства K-квазиконформно плоских гиперповерхностей

в римановых многообразиях. Для описания этих свойств мы вводим неко-
торые специальные величины, количественно характеризующие способ
рассечения многообразия K-квазиплоскостью. Именно, мы доказываем
следующий результат.

Теорема 3.4.1 Пусть X — n−мерное связное некомпактное ориенти-
руемое риманово C3-многообразие без края. Если Πn−1 — K-квазиплос-
кость в X , то для всякой точки a ∈ Πn−1 и произвольной пары чисел

r, R , 0 < r < R < Ra ,

выполняются соотношения
R∫
r

(
α+(a, t) + α−(a, t)

)
dt ≤ 1

n
21/(n−1) ω

1/(1−n)
n−1 c0(K, r,R)
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и
R∫
r

(
λ+(a, t) + λ−(a, t)

)
dt ≤ c0(K, r,R),

где

c0(K, r,R) = K ln

(
K(4n−2)/(n−1)D2n(a, r)D2n(a,R) ln2n R

r

)
.

Здесь величина
α+(a, t) + α−(a, t)

в левой части первого из неравенств выражается через (n − 1)-мерные
меры частей геодезической сферы SX (a, t), на которые она разрезается
квазиплоскостью Πn−1; величина

λ+(a, t) + λ−(a, t)

в левой части второго из неравенств выражается через основные частоты
этих частей (точные определения были даны выше); D(a, ρ) — некото-
рая величина, связанная с геометрическим строением многообразия X в
геодезическом шаре BX (a, ρ) (см. раздел 5), и, наконец, ωn−1 — площадь
(n− 1)-мерной сферы радиуса 1 в Rn.

В случае n = 2 оба условия совпадают.
Доказательство опирается на указанные выше специальные оценки
интеграла Дирихле квазиконформного отображения по связным кускам
геодезического шара BX (a, ρ) с центром в точке a ∈ Π, на которые ква-
зиплоскость разрезает многообразие (лемма 3.4.3).

Пусть X – n−мерное связное некомпактное ориентируемое риманово
C3-многообразие без края. Рассмотрим K-квазиконформное отображе-
ние f : X → Rn. Для произвольной точки a ∈ X и всякого r, 0 < r < Ra,
имеем

I±(a, r) ≥
∫
B±X (a,r)

J(x, f) dx

= vol f(B±
X (a, r)) ≥ Ωn

2 ln(a, r) ,
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где символ Ωn означает объем единичного шара B(0, 1) ⊂ Rn. Аналогич-
но, для всякого r < R < Ra выполнено

I±(a,R) ≤ K

∫
B±X (a,R)

J(x, f) dx ≤ K

2
Ωn L

n(a,R) .

Таким образом, получаем

I+(a,R)I−(a,R)

I+(a, r)I−(a, r)
≤ K2 L

2n(a,R)

l2n(a, r)
. (3.4.18)

Пользуясь оценкой (3.2.31), приходим к соотношению

L(a,R)

l(a, r)
=
L(a,R)

l(a,R)

l(a,R)

L(a, r)

L(a, r)

l(a, r)
≤ D(a, r)D(a,R)

l(a,R)

L(a, r)
. (3.4.19)

Легко видеть, что
l(a,R)

L(a, r)
≤ K1/(n−1) ln

R

r
. (3.4.20)

Действительно, предполагая, что l(a,R) > L(a, r) и вычисляя n-емкость
сферического конденсатора в Rn, находим

ωn−1

(
ln
l(a,R)

L(a, r)

)1−n
= capn (B(f(a), L(a, r)), B(f(a), l(a,R))) ≥

≥ capn
(
fB(a, r), fB(a,R)

)
≥

≥ 1
K capn

(
B(a, r), B(a,R)

)
=

= 1
K ωn−1

(
ln R

r

)1−n
,

откуда оценка (3.4.20) следует с очевидностью.
Таким образом, на основании (3.4.19) и (3.4.20) мы получаем

L(a,R)

l(a, r)
≤ K1/(n−1)D(a, r)D(a,R) ln

R

r
. (3.4.21)

Используя (3.4.18) и (3.4.21), приходим к следующему результату.
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Лемма 3.4.4 Пусть Π — K-квазиплоская гиперповерхность в X . Тогда
в каждой точке a ∈ Π и для произвольных t, R, 0 < t < R < Ra,
выполнено

I+(a,R)I−(a,R)

I+(a, t)I−(a, t)
≤ K(4n−2)/(n−1)D2n(a, t)D2n(a,R) ln2n R

t
.

На основании леммы 3.4.3 и леммы 3.4.4 приходим к основному ре-
зультату настоящей главы — теореме 3.4.1.

Случай n = 2: Неравенство Виртингера [12, теорема 7 главы V] вле-
чет

λ±(a, t) = λ(S±(a, t)) =
π

H1(S±)
,

где S± = S±(a, t).
Таким образом, в данном случае оба соотношения в теореме 3.4.1 сов-

падают. Здесь мы получаем

Следствие 3.4.1 Если Π1 — K-квазипрямая в двумерном римановом
многообразии X , то для любых a ∈ Π1 и r, R, 0 < r < R < Ra,
выполнено

R∫
r

(
1

H1(S+)
+

1

H1(S−)

)
dt ≤ K

π
ln

(
K6D4(a, r)D4(a,R) ln4 R

r

)
.

С использованием оценки (3.2.35) результаты [23], [202] о квазиплос-
костях в Rn легко выводятся из теоремы 3.4.1.
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3.5 Квазиконформно плоские поверхности codim > 1

Пусть X – n-мерное некомпактное ориентируемое риманово C3-много-
образие без края. Пусть 1 ≤ k ≤ n− 2 и

f = (f1, . . . , fk, fk+1, . . . , fn) : X → Rn

– K-квазиконформное отображение.
Пусть далее Πk

0 – k-мерная плоскость вида

Πk
0 = {y = (y1, . . . , yk, yk+1, . . . , yn) : yk+1 = . . . = yn = 0} .

Далее мы будем изучать свойства k-мерной поверхности

Πk = f−1(Πk
0) .

Случай k = n − 1 рассматривался ранее. В этом разделе мы дадим на-
бросок соответствующей теории для общего случая 1 ≤ k < n− 1.

Фиксируем точку a ∈ Π. Для произвольного R, 0 < R < Ra, пусть
Π(a,R) – компонента связности множества Πk ∩ BX (a,R), содержащая
точку a, и пусть Σ(a,R) = SX (R) \ Π(a,R).

Рассмотрим дифференциальную форму

ω =
n∑

i=k+1

(−1)i−k−1fi df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn .

Ясно, что для почти всех R ∈ (0, Ra) выполняется

ω ∈ W 1,1
loc (SX (a,R)) , ω|∂Σ(R) = 0 .

Мы имеем
dω =

∑n
i=k+1(−1)i−k−1dfi ∧ dfk+1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn =

= (n− k)df1 ∧ . . . ∧ dfn

и, тем самым,
∗dω = (n− k) J(x, f) ≥ 0 .

Как и выше, полагаем

εK(a,R) = inf
f

sup
ω0

∫
Σ(R)

(∗dω) dHn−1

/∣∣∣∣∣∣∣
∫

Σ(R)

(ω − ω0)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
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где Σ(R) = Σ(a,R), точная верхняя грань берется по всем слабо замкну-
тым формам

ω0 ∈ W 1,1
loc (SX (a,Ra)) , ω0|∂Σ(R) = 0 , degω0 = n− 1 ,

и точная нижняя грань — по всем K-квазиконформным отображениям
f , f(Πk) = Π0.

Введем обозначение

V (a,R) =

∫
BX (a,r)

J(x, f) ∗ 11X .

Так как Hn(Π0) = 9, то Hn(Πk) = 0 и для почти всех r ∈ (0, Ra) выпол-
нено

Hn−1(Πk ∩ SX (a, r)) = 0 .

Таким образом, ∫
Σ(a,r)

ω0 =

∫
SX (a,r)\Πk

ω0 =

∫
SX (a,r)

ω0 .

По формуле Остроградского – Гаусса для произвольной, слабо замкну-
той формы ω0 описанного вида и произвольного 0 < R < Ra имеем∫

Σ(a,R)

(ω − ω0) =

∫
SX (a,R)

(ω − ω0) =

=

∫
BX (a,R)

d(ω − ω0) =

∫
BX (a,R)

dω =

∫
BX (a,R)

(∗dω) ∗ 11X =

= (n− k)

∫
BX (a,R)

J(x, f) ∗ 11X ,

т.е. ∫
Σ(a,R)

(ω − ω0) == (n− k)V (a,R) . (3.5.1)
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Здесь мы использовали, что fi|Πk = 0 (i = k + 1, . . . , n) и что форма
ω0 слабо замкнута. Более детально:∫

Σ(a,R)

(ω − ω0) =

∫
Σ(a,R)

ω =

=

∫
Σ(a,R)

n∑
i=k+1

(−1)i−k−1fi df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn =

=
∑n

i=k+1(−1)i−k−1
∫

Σ(a,R)

fi df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn =

=
∑n

i=k+1

∫
B(a,R)

df1 ∧ . . . ∧ dfi ∧ . . . ∧ dfn =

= (n− k)

∫
B(a,R)

J(x, f) dHn .

Соотношение∫
Σ(a,R)

fi df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn = (−1)i−k−1
∫

B(a,R)

df1 ∧ . . . ∧ dfn (3.5.2)

очевидно в случае C2-гладких отображений. В общем случае, аппрокси-
мируем гомеоморфизм f : X → Rn класса W 1,n

loc (Rn) гладкими отобра-
жениями со свойствами:
i) fs → f локально равномерно в X при s→∞;
ii) |f ′s(x)−f ′(x)|Ln(D) → 0 при s→∞ для всякой подобластиD ⊂⊂ X .
Нетрудно видеть, что такая аппроксимация возможна, для чего доста-

точно воспользоваться стандартной техникой (см., например, [86, Теоре-
ма 3.1.2]). Тогда фиксируем произвольно r1, r2 так, чтобы 0 < r1 < R <
r2 < Ra. По формуле Остроградского – Гаусса (3.4.9) для гладких функ-
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ций fs имеем

(−1)i−k−1

r2∫
r1

dr

∫
B(a,r)

J(x, fs) dHn =

r2∫
r1

∫
Σ(a,R)

fsi dfs1 ∧ . . . ∧ d̂fsi ∧ . . . ∧ dfsn .

Так как fs → f равномерно на BX (a, r) и fk|Πk = 0, переходя к пределу
при s→∞ получаем

(−1)i−k−1

r2∫
r1

dr

∫
B(a,r)

J(x, f) dHn =

r2∫
r1

∫
Σ(a,R)

fi df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn .

Разделим обе части данного соотношения на r2 − r1. Полагая r2 → r1,
убеждаемся в справедливости (3.5.2) для почти всех R > 0.

Тем самым, равенство (3.5.1) полностью обосновано.
Таким образом, мы находим

εK(a,R) ≤
∫

Σ(a,R)

J(x, f) ∗ 11X

/
V (a,R) .

Замечая, что |∇d(a, x)| ≡ 1, приходим к соотношению

V ′(a,R) =

∫
Σ(a,R)

J(x, f) ∗ 11X ≥ εK(a,R)V (a,R) ,

справедливому для почти всех R ∈ [0, Ra).
Решая данное дифференциальное неравенство, получаем

exp


R∫
r

εK(a, τ) dτ

 ≤ V (a,R)

V (a, r)
(3.5.3)

где 0 < r < R < Ra произвольны.
Так как

V (a, r) ≥ Ωn l
n(a, r)

и
V (a,R) ≤ ΩnL

n(a,R) ,



192 ГЛАВА 3. КВАЗИКОНФОРМНО ПЛОСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ

то
V (a,R)

V (a, r)
≤ Ln(a,R)

ln(a, r)
.

В силу (3.4.19), теперь имеем

V (a,R)

V (a, r)
≤ Dn(a, r)Dn(a,R)

ln(a,R)

Ln(a, r)
,

и далее, согласно (3.4.20),

V (a,R)

V (a, r)
≤ K1/(n−1)Dn(a, r)Dn(a,R) ln

R

r
.

Оценка (3.5.3) влечет справедливость следующего утверждения.

Теорема 3.5.1 Пусть X — n−мерное связное некомпактное ориенти-
руемое риманово C3-многообразие без края. Если Πk — K-квазипло-
скость в X размерности 1 ≤ k < n− 1, то для всякой точки a ∈ Πk и
произвольной пары чисел r, R, 0 < r < R < Ra, выполняются соотно-
шения

exp


R∫
r

εK(a, τ) dτ

 ≤ K1/(n−1)Dn(a, r)Dn(a,R) ln
R

r
. (3.5.4)

В случае квазиплоских поверхностей в Rn соответствующие результа-
ты см. в [204].

Оценим величину εK(a,R) через более привычные величины. Зафик-
сируем K-квазиконформное отображение f : X → Rn, f(Πk) = Πk

0 .
Мы будем оценивать характеристику εf(a,R) с использованием вели-

чины

η(Σ(a,R)) = sup
A

inf
ϕ

(∫
Σ(a,R)

|∇Sϕ|ndHn−1
)1/n

 ∫
Σ(a,R)

|ϕ− A|ndHn−1


1/n ,
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где точная нижняя грань берется по всем функциям

ϕ ∈ W 1
n(Σ(a,R)), ϕ|∂Σ(a,R) = 0 ,

точная верхняя — по всевозможным постоянным A и ∂Σ(a,R) есть гра-
ница Σ(a,R) относительно SX (a,R) .

Величина ∇Sϕ, как обычно, означает градиент ϕ в метрике поверхно-
сти S(a, r).

Выбирая

ω0 =
n∑

i=k+1

(−1)i−k−1αi df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn ,

где αi суть произвольные постоянные, мы имеем

εf(a,R) ≥

∫
Σ(a,R)

∗dω

∫
Σ(a,R)

|ω − ω0| dHn−1
. (3.5.5)

Введем обозначение

ξ =
n∑

i=k+1

∣∣∣df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn
∣∣∣2 .
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Заметим, что∫
Σ(a,R)

|ω − ω0| dHn−1 ≤

≤
∫

Σ(a,R)

√√√√ n∑
i=k+1

(fi − αi)2

√√√√ n∑
i=k+1

∣∣∣df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn
∣∣∣2dHn−1 ≤

≤

 ∫
Σ(a,R)

(
n∑

i=k+1

(fi − αi)
2

)n/2

dHn−1


1/n

×

×

 ∫
Σ(a,R)

ξn/(2(n−1)) dHn−1


(n−1)/n

.

Нетрудно проверяется соотношение

ξn/(2(n−1)) ≤ c1(n, k) |f ′(x)|n , (3.5.6)

где c1(n, k) – постоянная, причем можно положить

c1(n, k) = (n− k)n/(2(n−1)) . (3.5.7)

Действительно, так как форма df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn is является
простой, то

|df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn|2 =

= 〈df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn, df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn〉 ≤

≤
n∏

s=1
s 6=i

|dfs|2 .
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Неравенство между средним геометрическим и средним арифметиче-
ским ведет к соотношению n∏

s=1
s 6=i

|dfs|2


1

n−1

≤ 1

n− 1

n∑
s=1
s 6=i

|dfs|2

и потому

|df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn|2/(n−1) ≤ 1

n− 1

n∑
s=1
s 6=i

|dfs|2 . (3.5.8)

Для произвольного вектора h ∈ Tx(X ):

|f ′(x)h|2 =
n∑
s=1

〈∇fs, h〉2 ,

и полагая h = ∇fi/ |∇fi|, приходим к оценке

|∇fi|2 +
1

|∇fi|2
n∑

s=1
s 6=i

〈∇fs,∇fi〉2 ≤ |f ′|2 . (3.5.9)

Таким образом, соотношение (3.5.8) влечет

|df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfn| ≤ |f ′(x)|n−1

и неравенство (3.5.6) действительно имеет место.
Пользуясь (3.5.6), получаем∫

Σ(a,R)

ξn/(2(n−1))dHn−1 ≤ c1(n, k)

∫
Σ(a,R)

|f ′(x)|n dHn−1 .

Воспользуемся теперь неравенством(
1

N

n∑
i=1

|ai|t1
)1/t1

≤

(
1

N

n∑
i=1

|ai|t2
)1/t2

(t1 ≤ t2)
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(см., например, [12, §16 главы I]).
Мы имеем(

1

n− k

n∑
i=k+1

|fi − αi|2
)1/2

≤

(
1

n− k

n∑
i=k+1

|fi − αi|n
)1/n

и потому (
n∑

i=k+1

|fi − αi|2
)1/2

≤ c2(n, k)

(
n∑

i=k+1

|fi − αi|n
)1/n

с постоянной c2(n, k) = (n− k)(n−2)/(2n).
По определению величины η(Σ(a,R)) можем записать, что∫

Σ(a,R)

(
n∑

i=k+1

(fi − αi)
2

)n/2

dHn−1 ≤

≤ cn2(n, k)
n∑

i=k+1

∫
Σ(a,R)

|fi − αi|n dHn−1 ≤

≤ cn2(n, k)η
−n(Σ(a,R))

n∑
i=k+1

∫
Σ(a,R)

|∇Sfi|n dHn−1 .

Оценка (3.5.9) влечет, что |∇Sfi| ≤ |f ′| при i = 1, . . . , n, а потому
n∑

i=k+1

|∇Sfi|n ≤ (n− k) |f ′|n .

Таким образом, мы приходим к соотношению∫
Σ(a,R)

(
n∑

i=k+1

(fi − αi)
2

)n/2

dHn−1 ≤
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≤ c3(n, k) η
−n(Σ(a,R))

∫
Σ(a,R)

|f ′(x)|n dHn−1 .

в котором
c3(n, k) = (n− k) c2(n, k) = (n− k)n/2 .

Подставляя найденную оценку в (3.5.5), находим

εK(a,R) ≥

≥ (n− k)−1 η(Σ(a,R))

∫
Σ(a,R)

J(x, f) dHn−1

/ ∫
Σ(a,R)

|f ′(x)|n dHn−1 .

Тем самым, получаем

εK(a,R) ≥ 1

KO(f)
η(Σ(a,R)) (3.5.10)

и на основании теоремы 3.5.1, приходим к следующему утверждению.

Теорема 3.5.2 Пусть X — n−мерное связное некомпактное ориенти-
руемое риманово C3-многообразие без края. Если Πk — K-квазипло-
скость в X размерности 1 ≤ k < n− 1, то для всякой точки a ∈ Πk и
произвольной пары чисел r, R, 0 < r < R < Ra, выполняются соотно-
шения

exp

 1

KO(f)

R∫
r

η(Σ(a, τ)) dτ

 ≤ K1/(n−1)Dn(a, r)Dn(a,R) ln
R

r
.

Задача 3.5.11 Представляет интерес распространение изложенных в
главе результатов на случай многообразий с билипшицевой или квази-
конформной структурой. Буквальное следование использованной в главе
схеме весьма громоздко, и необходима предварительная разработка над-
лежащей техники.



Глава 4

Уравнения и системы

В этой главе мы приведем оценки для величин ε(τ ;FB), E(τ ;N), введен-
ных выше, в терминах основной частоты грубо закрепленной и свободной
мембран. Пользуясь этими оценками, мы получаем теоремы типа Фраг-
мена – Линделефа для решений и субрешений (с нулевыми граничными
условиями Дирихле или Неймана) квазилинейных уравнений эллипти-
ческого типа на многообразии.

Мы приводим также оценки основной частоты в терминах изопери-
метрической функции мембраны.

4.1 Принцип Фрагмена – Линделефа

Ниже доказываются теоремы типа Фрагмена – Линделефа для решений
и субрешений.

4.1.1 ”Весовые” характеристики закрепленной мембраны

Пусть M – n-мерное риманово многообразие с непустым кусочно-глад-
ким краем ∂M. Зафиксируем произвольно функцию исчерпания

h(m) : M→ (0,∞) .

Рассмотрим класс непрерывных функций ( 0-форм ) f(m) ∈ W 1,p
loc (M),

являющихся обобщенными решениями (2.2.19) уравнения (2.2.18) с огра-
ничениями (2.2.15), (2.2.16).

198
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В силу теоремы 2.2.3 заключаем, что 1-форма df принадлежит классу
WT2 на M. Предположим, что выполнено следующее граничное условие

f |∂M = 0. (4.1.1)

Мы находимся в условиях теоремы 2.3.3, где FB = F0 есть описан-
ный выше класс 0-форм с граничным условием (2.3.2). Оценим величину
ε(t;FB), определяемую соотношением (2.3.21).

В соответствии с (2.3.14), форма, дополнительная к 1-форме df = w,
может быть записана в локальных координатах в точке m ∈ ∂M в виде

θ = ∗
n∑
i=1

Ai(m,∇f(m)) dxi.

В рассматриваемом случае функционал (2.3.21) может быть выражен в
виде

ε(τ ;FB) = inf

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M

∣∣∣ ∫
Σh(τ)

f θ
∣∣∣ (4.1.2)

где точная нижняя грань берется по всем решениям f(m) уравнения
(2.2.18), подчиненным граничному условию (4.1.1).

Оценим знаменатель в (4.1.2). Имеем∫
Σh(τ)

f θ =

∫
Σh(τ)

f(m)〈A(m,∇f(m)), n〉dHn−1
M (4.1.3)

где n есть единичный вектор внутренней нормали к ∂M в точке m.
Пусть m ∈ Σh(τ) – регулярная точка h-сферы. Обозначим через

∇1f(m) и ∇2f(m)

проекции вектора ∇f на направление вектора n и гиперплоскость, орто-
гональную n, соответственно. Ограничения (2.2.15) и (2.2.16) на уравне-
ние (2.2.18) влекут неравенство

|〈A(m,∇f), n〉| ≤ ν1|∇1f ||∇f |p−2 + ν|∇f |p−1 , (4.1.4)
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где ν =
√
ν2 − ν1 .

Чтобы проверить неравенство (4.1.4) запишем

|〈A, n〉| ≤ |〈A− ν1|∇f |p−2∇f, n〉+ ν1〈|∇f |p−2∇f, n〉| ≤

≤ |A− ν1|∇f |p−2∇f |+ ν1|∇f |p−2|∇1f |.

Пользуясь предположениями (2.2.15) и (2.2.16), имеем

|A− ν1|∇f |p−2∇f |2 = |A|2 − 2ν1|∇f |p−2〈A,∇f〉+ ν2
1 |∇f |2p−2 ≤

≤ (ν2
2 − ν2

1)|∇f |2p−2 .

Последние два неравенства влекут (4.1.4).
Объединяя (4.1.3) и (4.1.4), получаем∣∣∣∣∣∣∣

∫
Σh(τ)

f θ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ν1

∫
Σh(τ)

|f ||∇1f ||∇f |p−2dHn−1
M + (4.1.5)

+ν

∫
Σh(τ)

|f ||∇f |p−1dHn−1
M ≡ ν1I1 + νI2 .

Оценим каждый из интегралов I1 и I2 раздельно. Применяя неравен-
ство Юнга

a bp−1 ≤ εp

p
ap +

p− 1

p
εp/(1−p) bp, a, b, ε > 0, p > 1.

получаем

|f ||∇f |p−1 ≤ p− 1

p
εp/(1−p)|∇h|−1|∇f |p +

εp

p
|∇h|p−1|f |p.

Таким образом,

I2 ≤
p− 1

p
εp/(1−p)

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M + (4.1.6)
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+
εp

p

∫
Σh(τ)

|∇h|p−1|f |pdHn−1
M .

Пусть U ⊂ Σh(τ) – открытое множество. Нам потребуется величина

λp(U) = inf

∫
U

|∇h|−1|∇2φ|pdHn−1
M

1/p

∫
U

|∇h|p−1|φ|pdHn−1
M

1/p (4.1.7)

где точная нижняя грань берется по всем функциям φ ∈ W 1
p (U) с носи-

телем suppφ ⊂ U . Здесь ∇2φ есть градиент φ на многообразии Σh(τ). В
случае |∇h| ≡ 1 эта величина совпадает с основной частотой (см. раздел
3.3.2).

Если φ = f |Σh(τ), то, ввиду (4.1.1), справедливо включение
suppφ ⊂ Σh(τ). Пользуясь характеристикой (4.1.7), имеем∫

Σh(τ)

|∇h|p−1|f |pdHn−1
M ≤ λ−pp (Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇2f |p dHn−1
M .

Таким образом, неравенство (4.1.6) принимает вид

I2 ≤
p− 1

p
εp/(1−p)

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M +

+
εp

p
λ−pp (Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇2f |pdHn−1
M .

Если теперь положить εp = λp(Σh(τ))
p−1, то мы получаем

I2 ≤
p− 1

p
λp(Σh(τ))

−1
∫

Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M + (4.1.8)
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+
1

p
λp(Σh(τ))

−1
∫

Σh(τ)

|∇h|−1|∇2f |pdHn−1
M .

Вернемся к оценке интеграла I1 в (4.1.5). Рассмотрим сначала случай
p ≤ 2. Пользуясь (4.1.7), имеем

I1 ≤
∫

Σh(τ)

|f ||∇1f |p−1dHn−1
M ≤

≤

 ∫
Σh(τ)

|∇h|p−1|f |pdHn−1
M


1/p ∫

Σh(τ)

|∇h|−1|∇1f |pdHn−1
M


(p−1)/p

≤

≤ λp(Σh(τ))
−1

 ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇2f |pdHn−1
M


1/p

×

×

 ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇1f |pdHn−1
M


(p−1)/p

≤

≤ δp

p
λp(Σh(τ))

−1
∫

Σh(τ)

|∇h|−1|∇2f |pdHn−1
M +

+
p− 1

p
δp/(1−p)λp(Σh(τ))

−1
∫

Σh(τ)

|∇h|−1|∇1f |pdHn−1
M ,

где δ > 0 произвольно.
Выберем δ так, чтобы коэффициенты перед двумя последними инте-

гралами были равны. Положим

δ = (p− 1)(p−1)/p2

.
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Тогда

I1 ≤ λp(Σh(τ))
−1p−1(p− 1)(p−1)/p

∫
Σh(τ)

|∇h|−1(|∇1f |p + |∇2f |p)dHn−1
M .

Объединяя это неравенство с неравенствами (4.1.5) и (4.1.8), получаем

λp(Σh(τ))
∣∣∣ ∫
Σh(τ)

fθ
∣∣∣ ≤ ν

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M +

+
ν1

p
(p− 1)(p−1)/p

∫
Σh(τ)

|∇h|−1(|∇1f |p + |∇2f |p) dHn−1
M .

На основании неравенства(ap + bp

2

)1/p
≤
(a2 + b2

2

)1/2

справедливого при p ≤ 2, мы будем иметь при p ≤ 2

|∇1f |p + |∇2f |p ≤ 21−p
2 |∇f |p.

Таким образом, из предыдущих соотношений для произвольного p ≤ 2
будем иметь

λp(Σh(τ))
∣∣∣ ∫
Σh(τ)

fθ
∣∣∣ ≤ c1

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M (4.1.9)

где
c1 =

√
ν2

2 − ν2
1 + 21−p

2ν1p
−1(p− 1)(p−1)/p . (4.1.10)

Пусть теперь p > 2. Мы будем пользоваться неравенством

abc ≤ ap

p
+
bq

q
+
cr

r
,

1

p
+

1

q
+

1

r
= 1 ,

справедливым при любых a, b, c ≥ 0 и p, q, r ≥ 1.



204 ГЛАВА 4. УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ

В силу (4.1.7), имеем

I1 =

∫
Σh(τ)

|f ||∇1f ||∇f |p−2dHn−1
M ≤

≤ 1

p
λp(Σh(τ))

p−1
∫

Σh(τ)

|∇h|p−1|f |pdHn−1
M +

+
1

pλp(Σp(τ))

∫
Σp(τ)

|∇h|−1|∇1f |pdHn−1
M +

+
p− 2

pλp(Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M

или
I1 ≤ 1

pλp(Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1(|∇1f |p + |∇2f |p)dHn−1
M +

+
p− 2

pλp(Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|p−1|∇f |pdHn−1
M .

Воспользуемся неравенством

(ap + bp)1/p ≤ (a2 + b2)1/2 ,

справедливым при p ≥ 2 и a, b ≥ 0. Тем самым, находим

|∇1f |p + |∇2f |p ≤ |∇f |p.
Отсюда, на основании предыдущего соотношения имеем

I1 ≤
p− 1

pλp(Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M .
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Применяя (4.1.5) и (4.1.8), при p > 2 находим∣∣∣ ∫
Σh(τ)

f θ
∣∣∣ ≤ c2λp(Σh(τ))

−1
∫

Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M (4.1.11)

где

c2 =
√
ν2

2 − ν2
1 + ν1

p− 1

p
. (4.1.12)

Объединяя соотношения (4.1.2), (4.1.9) и (4.1.11), приходим к теореме.

Теорема 4.1.1 В указанных предположениях для всякого τ ∈ (0, h0)
имеем

ε(τ ;FB) ≥ λp(Σh(τ))/c, (4.1.13)

где λp есть основная частота жестко закрепленной мембраны Σh(τ),
определяемая по формуле (4.1.7), с постоянной

c = c(ν1, ν2, p) =


c1 p ≤ 2

c2 p ≥ 2

и постоянными c1, c2, задаваемыми соотношениями (4.1.10) и (4.1.12).

Используем найденные оценки для доказательства теорем типа Фраг-
мена – Линделефа для решений квазилинейных уравнений на многооб-
разиях.

Теорема 4.1.2 Предположим, что многообразие M подчинено усло-
вию

∞∫
λp(Σh(t))dt = ∞. (4.1.14)

Пусть f(m) – непрерывное решение уравнения (2.2.18) с (2.2.15), (2.2.16)
на M такое, что

lim sup
m→m0

f(m) ≤ 0, при всех m0 ∈ ∂M. (4.1.15)
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Тогда либо f(m) ≤ 0 всюду на M, либо

lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h||f(m)||∇f(m)|p−1 ∗ 11 exp
{
−c3

τ∫
λp(Σh(t))dt

}
> 0,

(4.1.16)
и

lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h|p|f(m)|p ∗ 11 exp
{
−c3

τ∫
λp(Σh(t))dt

}
> 0. (4.1.17)

В частности, если h(m) есть специальная функция исчерпания на
M, то

lim inf
τ→∞

M(τ + 1) exp
{
−c3
p

τ∫
λp(Σh(τ))dt

}
> 0. (4.1.18)

Здесь
M(t) = sup

m∈Σh(t)
|f(m)|

и c3 = c−1ν−1
1 ν

p/(p−1)
2 , где c – постоянная из теоремы 4.1.1.

Доказательство. Предположим, что в некоторой точке m1 ∈ intM
выполнено f(m1) > 0. Рассмотрим множество

O = {m ∈M : f(m) > f(m1)}.
В соответствии с принципом максимума из следствия 2.3.1 множество O
не компактно.

Функция h(m) является функцией исчерпания на O. Пользуясь соот-
ношением (2.3.32) для функции f(m)− f(m1) на O, имеем

lim inf
τ→∞

∫
O(τ)

|∇h||f(m)− f(m1)||A(m,∇f)| ∗ 11×

× exp
{
−ν

p/(p−1)
2

ν1

τ∫
ε(t;FO)dt

}
> 0,
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где O(τ) = {m ∈ O : τ < h(m) < τ + 1}.
По теореме 4.1.1 справедливо неравенство

ε(t;FO) ≥ λp(Σh(t) ∩ O)/c.

Так как Σh(t)∩O ⊂ Σh(t), то λp(Σh(t)∩O) ≥ λp(Σh(t)) и, следовательно,

ε(t;FO) ≥ λp(Σh(t))/c,

и, таким образом, на основании (2.2.16) для уравнения (2.2.18), приходим
к оценке

lim inf
τ→∞

∫
O(τ)

|∇h||f(m)− f(m1)||∇f |p−1 ∗ 11 exp
{
−c3

∫ τ

λp(Σh(t))dt
}
> 0.

Далее заметим, что условие f(m) > f(m1) > 0 на O влечет∫
O(τ)

|∇h| |f(m)− f(m1)||∇f(m)|p−1 ∗ 11 =

=

∫
O(τ)

f(m) |∇h| |∇f(m)|p−1 ∗ 11− f(m1)

∫
O(τ)

|∇h| |∇f(m)|p−1 ∗ 11 ≤

≤
∫

τ<h(m)<τ+1

|∇h| |f(m)||∇f(m)|p−1 ∗ 11.

Это соотношение гарантирует справедливость (4.1.16).
Доказательство (4.1.17) проводится в точности тем же самым прие-

мом, базирующимся на неравенстве (2.3.33).
Чтобы проверить справедливость (4.1.18), заметим, что в соответствии

с принципом максимума имеем∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h(m)|p|f(m)|p ∗ 11 ≤Mp(τ + 1)

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h(m)|p ∗ 11.
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Но h(m) есть специальная функция исчерпания и, таким образом, на
основании (1.1.20), (1.1.21) и (1.1.22) можем записать∫

τ<h(m)<τ+1

|∇h(m)|p ∗ 11 = J,

где J – величина, не зависящая от τ .
Соотношение (4.1.17) влечет тогда, что имеет место (4.1.18). �

4.1.2 Частные случаи

Пусть A – компактное риманово многообразие с непустым кусочно-глад-
ким краем, dimA = k ≥ 1, и пусть M = A × Rn, n ≥ 1. Выбирая в
качестве специальной функции исчерпания M функцию h(a, x), опреде-
ленную как в примере 1.1.10, находим

Σh(t) = A× Sn−1(t).

Используя тот факт, что h(a, x)|Σh(t) = t, будем иметь

|∇h(a, x)|Σh(t) = h′(t) =


e−t при p = n

p− n

p− 1
t(1−n)/(p−n) при p 6= n .

Таким образом, на основании (4.1.7) получаем

λp(Σh(t)) =
1

h′(t)
inf

( ∫
A×Sn−1(t)

|∇2φ|pdHn−1
M

)1/p

( ∫
A×Sn−1(t)

|φ|pdHn−1
M

)1/p .

Далее,
|∇2φ(a, x)|2 = |∇Aφ(a, x)|2 + |∇Sn−1(t)φ(a, x)|2 =

= |∇Aφ(a, x)|2 + 1
t2

∣∣∣∇Sn−1(1) φ
(
a, x|x|

)∣∣∣2
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и
dHn−1

M = dσA dS
n−1(t),

где dσA – элемент k-мерной площади на A.
Следовательно,

h′(t)λp(Σh(t)) =

= inf

(∫
A

dσA

∫
Sn−1(t)

(|∇Aφ(x)|2 + |∇Sn−1(t)φ(x)|2)p/2dSn−1(t)
)1/p

(∫
A

dσA

∫
Sn−1(t)

φp(x)dSn−1(t)
)1/p =

= inf

(∫
A

dσA

∫
Sn−1(1)

(|∇A φ(
x

|x|
)|2 +

1

t2
|∇Sn−1(t)φ(

x

|x|
)|2)p/2dSn−1(1)

)1/p

(∫
A

dσA

∫
Sn−1(1)

φp(
x

|x|
) dSn−1(1)

)1/p

где φ(u) = φ(a, u).
Тем самым, приходим к соотношению

λp(Σh(t)) = (4.1.19)

=
1

h′(t)
inf

(∫
A

dσA

∫
Sn−1(1)

(|∇Aψ|2 +
1

t2
|∇Sn−1(1)ψ|2)p/2dSn−1(1)

)1/p

(∫
A

dσA

∫
Sn−1(1)

ψp dSn−1(1)
)1/p ,

где точная нижняя грань берется по всевозможным функциям ψ(a, x),
для которых

ψ(a, x) ∈ W 1,p(A× Sn−1(1)), ψ(a, x)|a∈∂A = 0, при всех x ∈ Sn−1(1).
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В частном случае n = 1 теорема 4.1.2 имеет простое содержание. Здесь
h(x) есть функция одного переменного, Σh(t) = A × S0(t) изометрично
Σh(1). Таким образом, h′(t) ≡ 1 и согласно (4.1.19) мы имеем

λp(Σh(t)) ≡ λp(Σh(1)) ≡ λp(A) при всех t ∈ R1. (4.1.20)

Тем же самым способом выражение (4.1.18) может быть записано в
виде

lim inf
t→∞

max
|x|=t

|f(a, x)| exp
{
−c3
p
λn(A)

}
> 0. (4.1.21)

Пусть n ≥ 2. Мы не знаем примеров, где величина (4.1.19) точно вы-
числена. Некоторые идеи относительно скорости роста величины M(τ) в
альтернативе Фрагмена – Линделефа вытекают из следующих аргумен-
тов. Упростим числитель в (4.1.19), отбрасывая второе слагаемое. Тогда

λp(Σh(t)) ≥
1

h′(t)
inf
ψ

(∫
A

dσA

∫
Sn−1(1)

|∇Aψ(a, x)|p dSn−1(1)
)1/p

(∫
A

dσA

∫
Sn−1(1)

ψp(a, x) dSn−1(1)
)1/p .

При каждом фиксированном x ∈ Sn−1(1) функция ψ(a, x) финитна в A,
поскольку из определения основной частоты следует, что

(∫
A

|∇Aψ(a, x)|p dσA
)1/p

≥ λp(A)
(∫
A

ψp(a, x) dσA

)1/p
.

Отсюда,

λp(Σh(t)) ≥
1

h′(t)
λp(A). (4.1.22)
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Тем самым, находим
τ∫

τ0

λp(Σh(r)) dr ≥
τ∫

τ0

λp(A)
dr

h′(r)
=

= λp(A)

τ∫
τ0

r′(h) dh =

= λp(A)(r(τ)− r(τ0)).

Здесь r(h) есть функция, обратная к h(r).
Поскольку

max
h(|x|)=τ

|f(a, x)| exp
{
−c3
p
λp(A) r(τ)

}
=

= max
|x|=r(τ)

|f(a, x)| exp
{
−c3
p
λp(A) r(τ)

}
,

то соотношение (4.1.18) может быть записано в виде (4.1.21).
Пусть U ⊂ Sn−1 – произвольная область с непустой границей. Рассмот-

рим искривленное произведение M = (r1, r2)×U , снабженное метрикой
(1.1.25), задаваемой в области D. Сделаем анализ теоремы 4.1.2 в этом
случае.

Функция h(r), задаваемая уравнением (1.1.27) с условием (1.1.26), яв-
ляется специальной функцией исчерпания на M. Вычислим величину
λp(Σh(τ)) следующим образом

|∇2h(|x|)|Σh(τ) = h′(r(τ)) = α(r(τ))/β
n−1
p−1 (r(τ)),

|∇2φ|Σh(τ) = |∇Sn−1(1)φ|/β(r(τ))

и
dHn−1

M = βn−1(r(τ))dSn−1(1), r(τ) = h−1(τ).
Тем самым, замечая, что

1

h′(r(τ))
= r′(τ),
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имеем

λp(Σh(τ)) =
1

h′(r(τ))
inf
φ

( ∫
Σh(τ)

|∇2φ|pdHn−1
M

)1/p

( ∫
Σh(τ)

φpdHn−1
M )1/p

=

=
r′(τ)

β(r(τ))
inf

(∫
U

|∇Sn−1(1)φ|pdSn−1(1)
)1/p

(∫
U

φpdSn−1(1)
)1/p .

Отсюда находим

λp(Σh(τ)) =
r′(τ)

β(r(τ))
λp(U). (4.1.23)

Далее,
τ∫

τ0

λh(Σh(τ)) dτ = λp(U)

r(τ)∫
r(τ0)

dr

β(r)

и

max
h(|x|)=τ

|f(x)| exp
{
−c3
p
λp(U)

r(τ)∫
r(τ0)

dr

β(r)

}
=

= max
|x|=r(τ)

|f(x)| exp
{
−c3
p
λp(U)

r(τ)∫
r(τ0)

dr

β(r)

}
.

Таким образом, соотношение (4.1.18) приобретает вид

lim inf
r→∞

max
|x|=r

|f(x)| exp
{
−c3
p
λp(U)

r∫
r(τ0)

dr

β(r)

}
> 0. (4.1.24)
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В соответствии с теоремой 4.1.1 имеем следующий результат.

Теорема 4.1.3 В описанных предположениях неравенство
E(τ ;N) ≥ λp(Σh(τ);N)/c

справедливо с постоянной c из теоремы 4.1.1 при любом τ ∈ (0, h0).

Далее приходим к следующему утверждению.

Теорема 4.1.4 Пусть M – n-мерное связное некомпактное риманово
многообразие без края. Предположим, что для некоторого N = 2, 3, . . .,
выполнено неравенство

∞∫
λp(Σh(t);N)dt = ∞ . (4.1.25)

Предположим также, что имеется L областей O1, . . . ,OL на M, об-
ладающих свойствами: Oi∩Oj = ∅ при i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , L, и в каж-
дой из областей Oi задано непрерывное решение fi(x), fi(x) | ∂Oi = 0,
i = 1, . . . , L, уравнения вида (2.2.18), (2.2.15), (2.2.16) со структурными
постоянными p, ν1, ν2.

Пусть f(x) – функция, совпадающая с fi(x) на Oi, i = 1, . . . , L, и
равная 0 всюду на M\

⋃
iOi. Предположим, что f(x) подчинена усло-

вию

lim inf
τ→∞

∫
Bh(τ)

|∇f |p ∗ 11 exp
{
−C

τ∫
λp(Σh(t);N)dt

}
= 0, (4.1.26)

или

lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h| |f | |∇f |p−1 ∗ 11 exp
{
−C

τ∫
λp(Σh(t);N)dt

}
= 0,

(4.1.27)
или

lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h|p |f |p ∗ 11 exp
{
−C

τ∫
λp(Σh(t);N)dt

}
= 0

(4.1.28)
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или, если h = h(m) есть специальная функция исчерпания

lim inf
τ→∞

M(τ + 1) exp
{
−C
p

τ∫
λp(Σh(t);N)dt

}
= 0, (4.1.29)

где C = ν
p/(p−1)
2 /cν1, постоянная c как в теореме 4.1.1 и

M(t) = sup
Σh(t)

|f(m)|.

Тогда L < N .

Доказательство непосредственно следует из теоремы 2.3.7 и оценки N -
средних основной частоты, устанавливаемой теоремой 4.1.3. �

4.1.3 Иллюстрирующие примеры

Пусть A – k-мерное, k ≥ 1, компактное риманово многообразие без края,
пусть M = A × Rn, n ≥ 1, – многообразие и h(a, x) = h(|x|) – спе-
циальная функция исчерпания на M, описанная в примере 1.1.8. Если
O1,O2, . . . ,OL суть взаимно неналегающие неограниченные подобласти
в M как в теореме 4.1.4, то существует постоянная τ0 > 0 такая, что при
любых τ > τ0 выполнено

Oi(τ) = Oi ∩ Σh(τ) 6= ∅, i = 1, 2, . . . , L.

Пусть n = 1. В соответствии с (2.3.35) и (4.1.22) для любого τ > τ0
имеем

λp(Σh(r(τ));L) = inf
1

L

L∑
i=1

λp(Oi(r(τ))) ≥ λp(A;L). (4.1.30)

Требование (4.1.25) удовлетворяется на M с очевидностью при L ≥ N .
Условие (4.1.29) может быть записано в виде

lim inf
τ→∞

max
|x|=τ

|f(a, x)| exp
{
−ν

p/(p−1)
2

p c ν1
λp(A;N) τ

}
= 0. (4.1.31)
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Пусть n ≥ 2. Пользуясь определением N -средних (2.3.35) и (4.1.22),
находим

λp(Σh(r(τ));L) ≥ 1

h′(r(τ))
inf

L∑
i=1

λp(Oi(r(τ))) ≥

≥ 1

h′(r(τ))
λp(A;L) (4.1.32)

и, тем самым, приходим к (4.1.31).
Рассмотрим случай искривленного риманова произведения, описанно-

го в примере 1.1.9. Предположим, что U = Sn−1(1). Тогда

D = {(r, θ) ∈ Rn : r1 < r < r2, θ ∈ Sn−1(1)}.

Многообразие M = (r1, r2) × Sn−1(1) есть область D, оснащенная мет-
рикой

ds2
M = α2(r)dr2 + β2(r)dl2θ.

Пользуясь (2.3.35) и (4.1.22), имеем

λp(Σh(τ);N) ≥ 1

β(r(τ))h′(r(τ))
λp(S

n−1(1);N)

и условие (4.1.29) имеет вид

lim inf
r→∞

M(r) exp
{
−ν

p/(p−1)
2

c ν1
λp(S

n−1(1);N)

r∫
dτ

β(τ)

}
= 0 , (4.1.33)

где
M(r) = sup

|x|=r
|f(x)|.

4.1.4 Теорема Лиувилля

Здесь мы докажем две теоремы типа теоремы Лиувилля. Пусть f –
функция класса W 1,p

loc (M). Предположим сначала, что векторное поле
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A = A(m,∇f(m)) на M удовлетворяет условиям (2.2.15) и (2.2.16). Изу-
чим обобщенные решения дифференциального неравенства

f divMA(m,∇f(m)) ≥ 0. (4.1.34)

Будем называть f ∈ W 1,p
loc (M) обобщенным решением (4.1.34), если для

любой неотрицательной функции ϕ ∈ W 1,q
loc (M), 1/p + 1/q = 1, с ком-

пактным носителем выполняется∫
M

ϕ 〈∇f, A(m,∇f(m))〉 ∗ 11 +

∫
M

f 〈∇ϕ,A(m,∇f(m))〉 ∗ 11 ≤ 0 . (4.1.35)

Теорема 4.1.5 Предположим, что M есть открытое многообразие p-
параболического типа, p > 1. Если f – ограниченное обобщенное реше-
ние дифференциального неравенства (4.1.34) на M, то f ≡ const.

Доказательство. Пусть Q ⊂ M – компактное множество и пусть ϕ –
произвольная неотрицательная липшицева функция с компактным но-
сителем и такая, что ϕ|Q = 1. Согласно (4.1.35) мы имеем∫

M

ϕp 〈∇f, A(m,∇f)〉 ∗ 11 ≤ −
∫
M

f 〈∇ϕp, A(m,∇f)〉 ∗ 11.

Используя (2.2.15) и (2.2.16), приходим к неравенству

ν1

∫
M

ϕp |∇f |p ∗ 11 ≤ p

∫
M

|f |ϕp−1|∇ϕ| |A(m,∇f | ∗ 11 ≤

≤ ν2 pC

∫
M

ϕp−1|∇ϕ| |∇f |p−1 ∗ 11,

где
C = sup

M
|f(m)|.

Поскольку∫
M

ϕp−1|∇ϕ| |∇f |p−1 ∗ 11 ≤

∫
M

|∇ϕ|p ∗ 11

1/p∫
M

ϕp|∇f |p ∗ 11

(p−1)/p

,
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то
νp1

∫
M

ϕp |∇f |p ∗ 11 ≤ (ν2 pC)p
∫
M

|∇ϕ|p ∗ 11.

Однако, ϕ(m) ≡ 1 при m ∈ Q и мы можем записать

νp1

∫
Q

|∇f |p ∗ 11 ≤ (ν2 pC)p
∫

M\Q

|∇ϕ|p ∗ 11,

или, учитывая произвольность в выборе ϕ,

νp1

∫
Q

|∇f |p ∗ 11 ≤ (ν2 pC)p capp (Q,M;M) .

Так как M имеет p-параболический тип, то
|∇f | ≡ 0 почти всюду на Q.

Таким образом, |∇f | ≡ 0 почти всюду на M и, следовательно, f ≡ const
на M. �

Сравнительно с вышеприведенной теоремой следующее утверждение
предполагает более слабые ограничения на решение.

Теорема 4.1.6 Пусть M – n-мерное связное некомпактное риманово
многообразие без края, для которого

∞∫
λp(Σh(t); 2)dt = ∞. (4.1.36)

Пусть f – решение (2.2.18), (2.2.15), (2.2.16), удовлетворяющее предпо-
ложениям

lim inf
τ→∞

∫
Bh(τ)

|∇f |p ∗ 11 exp
{
−C

τ∫
λp(Σh(t); 2)dt

}
= 0, (4.1.37)

или

lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h| |f | |∇f |p−1 ∗ 11 exp
{
−C

τ∫
λp(Σh(t); 2)dt

}
= 0,

(4.1.38)
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или

lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h|p |f |p ∗11 exp
{
−C

τ∫
λp(Σh(t); 2)dt

}
= 0 (4.1.39)

или, если h = h(m) есть специальная функция исчерпания,

lim inf
τ→∞

M(τ + 1) exp
{
−C
p

τ∫
λp(Σh(t); 2)dt

}
= 0, (4.1.40)

где C = ν
p/(p−1)
2 /cν1, постоянная c, как в теореме 4.1.1, и

M(t) = sup
Σh(t)

|f(m)|.

Тогда f ≡ const на M.

Доказательство. Предположим, что f 6≡ const. Тогда для всякой точ-
ки m0 ∈ M найдутся две взаимно неналегающих компоненты O1, O2
множеств

{m ∈M : f(m) > f(m0)} и {m ∈M : f(m) < f(m0)},

соответственно. Области O1, O2 неограничены. Утверждение есть специ-
альный случай теоремы 4.1.4 для N = 2. �

4.1.5 Свободная мембрана

Пусть M – n-мерное риманово многообразие с непустым кусочно-
гладким краем и пусть h(m) : M→ (0,∞) – функция исчерпания M.

Рассмотрим класс FB непрерывных решений f(m) ∈ W 1, p
loc (M) уравне-

ния (2.2.18) с (2.2.15),(2.2.16) на M, удовлетворяющих условию Неймана
с нулевыми граничными данными (2.3.16).

Воспользуемся оценкой величины ε(τ ;FB), определяемой равенством
(2.3.21). Граничное условие (2.3.16) гарантирует, что для произвольной
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постоянной c функция f − c также принадлежит классу FB. Таким об-
разом, функционал (2.3.21) в данном случае может быть записан в виде

ε(τ ;FB) = inf

∫
Σh(t)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M

∣∣∣ ∫
Σh(τ)

(f − c)〈A(m,∇f), n〉dHn−1
M

∣∣∣ , (4.1.41)

где точная нижняя грань берется по всем решениям f(m) уравнения
(2.2.18), удовлетворяющим условию (2.3.16).

Так как решения f удовлетворяют (2.3.16), знаменатель в (4.1.41) не
зависит от постоянной c.

Оценим знаменатель в (4.1.41). Как и выше, приходим к неравенству
(4.1.4), которое влечет∣∣∣ ∫

Σh(τ)

(f − c)〈A(m,∇f), n〉dHn−1
M

∣∣∣ ≤ ν1

∫
Σh(τ)

|f − c||∇1f ||∇f |p−2dHn−1
M +

+ν

∫
Σh(τ)

|f − c||∇f |p−1dHn−1
M =

= ν1 I3 + ν I4 . (4.1.42)

Определим величину

µp(Σh(τ)) = inf
φ

( ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇2φ|pdHn−1
M

)1/p

(
inf
c

∫
Σh(τ)

|∇h|p−1|φ− c|pdHn−1
M

)1/p . (4.1.43)

В случае |∇h| ≡ 1 эта величина может быть интерпретирована как
наилучшая из постоянных в неравенстве Виртингера. Как и выше, сле-
дуя Полиа и Сеге [96], будем называть эту величину основной частотой
свободной мембраны Σh(τ).
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Фиксируем постоянную c в (4.1.42) так, чтобы∫
Σh(τ)

|∇h|p−1|f − c|pdHn−1
M ≤ kpµ−pp (Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇2f |pdHn−1
M ,

где k > 1 – некоторая, предварительно заданная постоянная.
Пользуясь неравенством Гельдера, имеем

I4 ≤
( ∫
Σh(τ)

|∇h|p−1|f − c|pdHn−1
M

)1/p( ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M

)(p−1)/p

и, далее,

I4 ≤ kµ−1
p (Σh(τ))

( ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇2f |pdHn−1
M

)1/p
× (4.1.44)

×
( ∫

Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M

)(p−1)/p
.

Чтобы оценить интеграл I3, поступаем в точности тем же самым путем
как при оценке интеграла I1 в 4.1.1. При p ≤ 2 имеем

I3 ≤ kµ−1
p (Σh(τ))2

1−p
2p−1(p− 1)1− 1

p

∫
Σh(τ)

|∇h|−1(|∇1f |p + |∇2f |p)dHn−1
M .

Объединяя данное неравенство с (4.1.44) и (4.1.42), получаем∣∣∣ ∫
Σh(τ)

(f − c)〈A(m,∇f), n〉dHn−1
M

∣∣∣ ≤ (4.1.45)

≤ k c1µ
−1
p (Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M ,

где постоянная c1 определена соотношением (4.1.12).
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В случае p ≥ 2 имеем

I3 ≤
p− 1

p
kµ−1

p (Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M

и, далее, ∣∣∣ ∫
Σh(τ)

(f − c)〈A(m,∇f), n〉dHn−1
M

∣∣∣ ≤ (4.1.46)

≤ k c2µ
−1
p (Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇f |pdHn−1
M ,

где постоянная c2 определена соотношением (4.1.12).
Так как k > 1 произвольно, то соотношения (4.1.41), (4.1.45), (4.1.46)

влекут следующее утверждение.
Теорема 4.1.7 Если FB есть один из вышеописанных классов решений
уравнений (2.2.18), (2.2.15), (2.2.16), то для всякого τ ∈ (0,∞) выполнено

ε(τ ;FB) ≥ c−1µp(Σh(τ)) (4.1.47)
где постоянная c, как в теореме 4.1.1.

Из теорем 4.1.7 и 2.3.6 вытекает следующая форма принципа Фрагме-
на - Линделефа для решений квазилинейных уравнений эллиптического
типа с нулевыми граничными данными Неймана.

Теорема 4.1.8 Пусть f(m) – обобщенное решение уравнения (2.2.18),
(2.2.15), (2.2.16) на многообразии M, удовлетворяющее нулевому гра-
ничному условию Неймана (2.3.16). Тогда либо f(m) ≡ const на M,
либо f(m) 6≡ const и

lim inf
τ→∞

∫
Bh(τ)

|∇f(m)|p ∗ 11 exp
{
−C

τ∫
µp(Σh(t))dt

}
> 0,

lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h| |f(m)−A| |∇f |p−1 ∗ 11 exp
{
−C

τ∫
µp(Σh(t))dt

}
> 0,
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lim inf
τ→∞

∫
τ<h(m)<τ+1

|∇h|p|f(m)− A|p ∗ 11 exp
{
−C

τ∫
µp(Σh(t))dt

}
> 0.

Здесь A = A(τ) есть произвольная постоянная (которая может быть
зависящей от τ), C = ν

p/(p−1)
2

/
c ν1 и c – постоянная из теоремы 4.1.1.

Для доказательства достаточно положить Z0 = A(τ) в теореме 2.3.6
и воспользоваться неравенством (4.1.47). �

4.1.6 Основная частота подмножеств h-сферы

Пусть M – n-мерное риманово многообразие и пусть
h(m) : M→ (0,∞)

– функция исчерпанияM. Предположим, что для некоторого τ0 ∈ (0,∞)
h-сфера Σ = Σh(τ0) является C1-многообразием, удовлетворяющим сле-
дующему условию θ-изопериметричности: существует непрерывная фун-
кция θ(t), t ∈ [0, V0],

V0 =

∫
Σ

|∇h|p−1dHn−1
M ,

такая, что для каждой из областей D ⊂ Σ выполнено

θ
(∫
D

|∇h|p−1dHn−1
M

)
≤
∫
∂D

dHn−2 . (4.1.48)

Здесь dHn−2 есть элемент (n− 2)-мерной меры на ∂D.
Теорема 4.1.9 Если h-сфера Σ удовлетворяет условию (4.1.48), то

λp(Σh(τ0)) ≥ inf

( V0∫
0

θp(v)|t′(v)|pdv
)1/p

( V0∫
0

tp(v)dv
)1/p

, (4.1.49)
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где точная нижняя грань берется по всевозможным невозрастающим
абсолютно непрерывным функциям на [0, V0] с t(V0) = 0.

Доказательство. Воспользуемся уже использованным выше приемом
получения подобных оценок для подобластей Rn (см. доказательство тео-
ремы 3.3.1.

Не ограничивая общности мы можем предполагать, что в вариаци-
онной проблеме (4.1.7) достаточно ограничиться неотрицательными, ло-
кально липшицевым функциям φ. Фиксируем произвольно функцию φ,
suppφ ⊂ Σ и применим формулу Кронрода – Федерера. Мы имеем∫

Σ

|∇h|p−1|φ|pdHn−1
M =

∞∫
0

tpdt

∫
Et

|∇h|p−1

|∇φ|
dHn−2,

где Et = {m ∈ Σ : φ(m) = t} и ∇φ = ∇2φ есть градиент φ на Σ.
Положим

v(t) =

∫
φ≥t

|∇h|p−1dHn−1
M .

Так как

v(t) =

∞∫
t

dτ

∫
Eτ

|∇h|p−1

|∇φ|
dHn−2,

то
v′(t) = −

∫
Et

|∇h|p−1

|∇φ|
dHn−2.

Таким образом, приходим к соотношению∫
Σ

|∇h|p−1|φ|pdHn−1
M =

V0∫
0

tp(v) dv. (4.1.50)

В силу аналогичных аргументов, можем также записать∫
Σ

|∇h|−1|∇φ|pdHn−1
M =

∞∫
0

dt

∫
Et

|∇h|−1|∇φ|p−1dHn−2.
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Далее имеем∫
Et

dHn−2 ≤
(∫
Et

|∇φ|p−1

|∇h|
dHn−2

)1/p(∫
Et

|∇h|p−1

|∇φ|
dHn−2

)(p−1)/p
,

и, тем самым,∫
Et

|∇h|−1 |∇φ|p−1dHn−2 ≥ |v′(t)|1−p
(∫
Et

dHn−2
)p
.

Пользуясь изопериметрическим условием (4.1.48), находим∫
Et

dHn−2 ≥ θ(v(t))

и, более того,

∫
Σ

|∇h|−1|∇φ|p dHn−1
M ≥

V0∫
0

θp(v(t)) |t′(v)|p dv. (4.1.51)

Объединяя теперь (4.1.7), (4.1.50) и (4.1.51), получаем

∫
Σ

|∇h|−1 |∇φ|p dHn−1
M∫

Σ

|∇h|p−1 |φ|p dHn−1
M

≥

V0∫
0

θp(v) |t′(v)|p dv

V0∫
0

tp(v) dv

,

что влечет (4.1.49). �

Рассмотрим специальный случай θ-изопериметрических многообразий
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с θ(t) = t(k−1)/k и произвольной постоянной k ≥ 1. Положим

j(p, k) = inf

1∫
0

v
p(k−1)

k |t′(v)|p dv

1∫
0

tp(v) dv

,

где точная нижняя грань берется по всевозможным невозрастающим на
[0, 1], абсолютно непрерывным функциям t(v), t(1) = 0.

В силу (4.1.49), имеем

Следствие 4.1.1 Если многообразие Σ = Σh(τ0) является θ-изопери-
метрическим с θ(t) = t(k−1)/k, k ≥ 1, то

λp(Σh(τ0)) ≥ V
−1/k
0 j1/p(p, k).

При k = 1 введенная величина хорошо известна (см. раздел 3.3.2).
Здесь имеем

j(p, 1) = (p− 1)
(p
π

sin
π

p

)−p
. (4.1.52)

4.1.7 Оценки для N-средних

Предположим, что неограниченная область D ⊂ Rn является 1-допусти-
мой в смысле примера 1.1.10 и воспользуемся здесь ранее введенными
обозначениями. Заметим сначала, что для всякого t > dist (0, D) множе-
ство Σ = Σ1(t) есть открытое множество, расположенное на паре парал-
лельных (n− 1)-мерных плоскостей.

Предположим, что это множество лежит лишь в одной из гиперплос-
костей, т.е. Σ ⊂ Rn−1. Тогда Σ является θ-изопериметричным с

θ(t) = ω
1/(n−1)
n−2 (n− 1)(n−2)/(n−1)t(n−2)/(n−1),

где ωn−2 – (n− 2)-мерная мера на сфере радиуса 1 в Rn−1.
Теорема 4.1.9 приводит к оценке

λp(Σ) ≥ c |Σ|1/(1−n), |Σ| = Hn−1(Σ), (4.1.53)
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где
c = (n− 1)(n−2)/(n−1) ω

1/(n−1)
n−2 j(p, n− 1)1/p

и равенство достигается тогда и только тогда, когда Σ – шар.
Неравенство (4.1.53), кроме непосредственной оценки основной часто-

ты, служит источником грубой, однако достаточно эффективной оценки
ее N -средних. Именно, как показано в [72], справедлива
Лемма 4.1.1 Для произвольного открытого множества Σ ⊂ Rn−1 вы-
полнено

λp(Σ;N) ≥ c
( N
|Σ|

)1/(n−1)
, (4.1.54)

где c есть постоянная из (4.1.53). При n = 2 имеем знак равенства.

Доказательство почти дословно совпадает с доказательством леммы
3.3.2 и опускается. �

Пусть D ⊂ Rn – произвольная неограниченная область. Для фикси-
рованного τ > dist (0, D) пусть Σ = Σn(τ) означает пересечение D со
сферой {x ∈ Rn : |x| = τ}. Область D является n-допустимой.

Не умаляя общности мы можем предполагать, что Σ есть открытое
подмножество (n − 1)-мерной сферы единичной площади (n ≥ 3) так,
что радиус τ = ω

1/(2−n)
n−2 .

Многообразие Σ является θ-изопериметрическим с функцией

θ(t) = c min
{
t(n−2)/(n−1), (1− t)(n−2)/(n−1)

}
,

где постоянная

c = c(n) =
( 1∫

0

(2t− t2)(n−3)/2dt
)−1

при n ≥ 4 и c(3) = 2.
Имеет место утверждение.

Лемма 4.1.2 Если ∂Σ 6= ∅, то

λp(Σ;N) = c1(2)
N

|Σ|
(4.1.55)
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при n = 2;

λp(Σ;N) ≥ c1(n− 1)
( N
|Σ|

)1/(n−1)
(4.1.56)

при n ≥ 3 и |Σ| ≤ 1
2;

λp(Σ;N) ≥ c1(n− 1)
N − 1

N

(N − 1

|Σ|

)1/(n−1)
(4.1.57)

при n ≥ 3 и |Σ| ≥ 1
2.

Здесь c1(n − 1) = c(n)j1/p(p, n) и c(n) есть постоянная из изопери-
метрического неравенства.

Доказательство. Соотношение (4.1.55) проверяется в точности так же,
как и в лемме 4.1.1.

Пусть n ≥ 3 и пусть Σi (i = 1, 2, . . . , N) – произвольная система от-
крытых, попарно не пересекающихся подмножеств множества Σ. Пред-
положим, что |Σi| ≤ 1

2 при всех i = 1, 2, . . . , N . Тогда θ(t) = c1t
n−2
n−1 и из

(4.1.49) вытекает
λp(Σi) ≥ c j

1
p (p, n− 1)|Σi|

1
1−n .

Повторяя рассуждения из доказательства леммы 4.1.1, получаем

c1(n− 1)

(
N

|Σ|

) 1
n−1

≤ 1

N

N∑
i=1

λp(Σi) . (4.1.58)

Предположение |Σ| ≤ 1
2 в высказывании (4.1.56) влечет, таким обра-

зом, неравенство (4.1.58), что доказывает (4.1.56).
Пусть |Σ| > 1

2 . Тогда одно из множеств Σi, например ΣN , может иметь
объем больше 1

2 , а для остальных Σi имеем |Σi| ≤ 1
2 . В силу (4.1.58),

имеем

c1(n− 1)

(
N − 1

|Σ|

) 1
n−1

≤ 1

N − 1

N−1∑
i=1

λp(Σi) .

Отсюда

c1(n− 1)
N − 1

N

(
N − 1

|Σ|

) 1
n−1

≤ 1

N

N∑
i=1

λp(Σi) ,
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что доказывает утверждение (4.1.57). �

Пример 4.1.1 Приведенное выше неравенство (4.1.54) для N -средних
основной частоты имеет, в определенном смысле, правильный рост при
N →∞. Покажем это на следующем примере.

Рассмотрим n-мерный куб Q(1) ⊂ Rn со стороной 1. Зафиксируем це-
лое N = kn, k = 1, 2, . . .. Разобъем куб Q(1) на kn кубов Qi, i = 1, . . . , kn,
со сторонами длины 1/k посредством системы (n−1)-мерных плоскостей,
параллельных (n− 1)-мерным координатным плоскостям в Rn.

При p > 1 имеем

λp(Q(1); kn) ≤ k−n
N∑
i=1

λp

(
Qi

)
= λp

(
Q1

)
.

Куб Q1 гомотетичен Q(1) с коэффициентом подобия k. Согласно лем-
ме 3.3.3 мы вправе записать λp(Q1) = kλp(Q(1)). Таким образом,

λp(Q(1); kn) ≤ kλp(Q(1))

или
λp(Q(1);N) ≤ N

1
nλp(Q(1)) (4.1.59)

при всяком N = kn, k = 1, 2, . . ..

�

Пример 4.1.2 При N = 1 неравенство (4.1.57) тривиально, что факти-
чески свидетельствует о недостаточной точности метода его доказатель-
ства. Покажем, что на самом деле для всякого p > n− 1 выполнено

λp(S
n−1(R); 1) ≥ C

R
, n ≥ 3, (4.1.60)

где C > 0 – некоторая постоянная, зависящая только от n.
Действительно, в соответствии с леммой 3.3.3, имеет место равенство

λp(S
n−1(R); 1) = R−1λp(S

n−1(1); 1)

и, тем самым,
λp(S

n−1(R); 1) = R−1 inf
U
λp(U),
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где U ⊂ Sn−1(1) есть произвольное открытое множество и ∂U 6= ∅.
По теореме вложения С.Л. Соболева при p > n− 1 существует посто-

янная 0 < C1 < ∞ такая, что для всякой функции g ∈ W 1,p(Sn−1(1))
выполнено

oscp{g;Sn−1(1)} ≤ C1

∫
Sn−1(1)

|∇g|pdSn−1(1)

(см., например, [168, теорема 2.7]).
Пусть φ ∈ W 1,p(U), suppφ ⊂ U . Аппроксимируя φ посредством C1-

функций с компактным носителем, лежащим в U , и доопределяя эти
функции 0 в Sn−1(1) \ U , получаем∫

U

φp dSn−1(1) ≤ C2 oscp{φ;U} ≤ C3

∫
U

|∇φ|p dSn−1(1)

с некоторой постоянной 0 < C3 <∞.
Отсюда мы вправе заключить, что∫

U

|∇φ|p dSn−1(1)

∫
U

φp dSn−1(1)
≥ 1

C3

и, далее,

λp(U) ≥ 1

C3
.

Тем самым,

λp(S
n−1(1); 1) ≥ 1

C3
,

что влечет (4.1.60).
�

4.1.8 β-Изопериметрия

Приведем оценку основной частоты свободной мембраны. Пусть M –
n-мерное риманово многообразие и h(m) : M → (0,∞) – его функция
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исчерпания. Предположим, что для некоторого τ0 ∈ (0,∞) h-сфера Σ =
Σh(τ0) есть C1-многообразие.

Для открытого множества ∆ ⊂ Σ полагаем

U(∆) =

∫
∆

|∇h|p−1 dHn−1
M .

Будем говорить, что h-сфера Σ является β-изопериметричной, если
существует непрерывная функция β(t), t ∈ [0, 1

2U(Σ)], такая, что для
любого открытого множества ∆ ⊂ Σ имеет место неравенство

β(min{U(∆), U(Σ)− U(∆)}) ≤
∫
∂∆

dHn−2. (4.1.61)

Пример 4.1.3 Пусть D ⊂ Rn – 1-допустимая область в смысле примера
1.1.10. Фиксируем t > dist (0, D). Предположим, что Σ = Σ1(t) есть
(n− 1)-мерная сфера радиуса 1.

В соответствии с леммой 1 [65, §3.2] для произвольной подобласти ∆ ⊂
Σ имеем

min{U(∆), U(Σ)− U(∆)} ≤ 1

2
ωn−1 ω

(n−1)/(2−n)
n−2

(
Hn−2(∂∆)

)(n−1)/(n−2)

где ωs – площадь единичной s-мерной сферы.
Таким образом, область Σ является β-изопериметричной с функцией

β(t) = 2(n−2)/(n−1) ω
(2−n)/(n−1)
n−1 ωn−2 t

(n−2)/(n−1) .

�
Другие примеры изопериметрических неравенств и дальнейшее об-

суждение темы см. в [20, §7, глава 3].

Теорема 4.1.10 Если h-сфера Σ = Σh(τ0) является β-изопериметрич-
ной и имеет место (4.1.61), то

µp
(
Σh(τ0)

)
≥ inf

( U(Σ)∫
0

βp(min{x, U(Σ)− x}) |t′(x)|p dx
)1/p

(
inf
c

U(Σ)∫
0

|t(x)− c|p dx
)1/p

, (4.1.62)
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где точная нижняя грань берется по всем невозрастающим, абсолют-
но непрерывным функциям t(x) на [0, U(Σ)] с t(U(Σ)) = 0.
Доказательство базируется на соображениях, использованных в дока-
зательстве теоремы 4.1.9. Легко видеть, что в вариационной проблеме
4.1.7 можно ограничится классом локально липшицевых функций φ.

Положим
u(t) =

∫
φ<t

|∇h|p−1 dHn−1
M .

Интегрируя по множествам уровня Et = {m ∈ Σ : φ(m) = t}, имеем

u(t) =

t∫
−∞

dt

∫
Et

|∇h|p−1

|∇φ|
dHn−2.

Таким образом,

u′(t) =

∫
Et

|∇h|p−1

|∇φ|
dHn−2,

и мы получаем ∫
Σ

|∇h|p−1 |φ− c|p dHn−1
M = (4.1.63)

=

+∞∫
−∞

|t− c|p dt
∫
Et

|∇h|p−1

|∇φ|
dHn−2 =

U(Σ)∫
0

|t(u)− c|p du.

Далее находим∫
Σ

|∇h|−1 |∇φ|p dHn−1
M =

+∞∫
−∞

dt

∫
Et

|∇φ|p−1

|∇h|
dHn−2.

Как при доказательстве теоремы 4.1.9 будем иметь∫
Et

|∇φ|p−1

|∇h|
dHn−2 ≥ |u′(t)|1−p

∫
Et

dHn−2

p

,
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что, в силу β-изопериметричности многообразия Σ, дает∫
Et

|∇φ|p−1

|∇h|
dHn−2 ≥ βp(min{u(t), U(Σ)− u(t)}) |t′(u(t))|p−1.

Отсюда приходим к неравенству∫
Σ

|∇h|−1 |∇φ|p dHn−1
M ≥

U(Σ)∫
0

βp(min{u, U(Σ)− u}) |t′(u)|p du. (4.1.64)

Объединяя (4.1.63) и (4.1.64), убеждается в справедливости (4.1.62). �

4.2 Критические точки решения

Ниже мы следуем работе [200].

4.2.1 Основная теорема

В данном разделе предполагаем, что X – n−мерное риманово C3−много-
образие с краем или без края. Пусть, как и выше, d(x′, x′′) – расстояние
между точками x′, x′′ ∈ X ,

B(a, t) = BX (a, t) , Σ(a, t) = ΣX (a, t) = t

– геодезический шар и геодезическая сфера, соответственно.
Рассматриваемый класс уравнений несколько отличается от введенно-

го ранее. Поэтому целесообразно описать его здесь заново.
Пусть

A : T (X ) → T (X )

– отображение, удовлетворяющее предположениям (i), (ii) раздела 3.2.1.
Будем предполагать дополнительно, что для почти всех x ∈ X и всех
ξ ∈ Tx имеют место соотношения

ν1 |ξ|n ≤ 〈ξ, A(x, ξ)〉, (4.2.65)

|A(x, ξ)| ≤ ν2 |ξ|n−1. (4.2.66)
Положим ν = ν2/ν1. Тогда ν ≥ 1. Рассмотрим уравнение

divA(x,∇f) = 0 . (4.2.67)



4.2. КРИТИЧЕСКИЕ ТОЧКИ РЕШЕНИЯ 233

Непрерывная функция f класса W 1,n
loc (X ) является обобщенным решени-

ем уравнения (4.2.67), кратко A−решением в X , если для всякой функ-
ции φ ∈ W 1,n/(n−1)(X ) с компактным носителем suppφ ⊂ X выполнено∫

X

〈∇φ,A(x,∇f)〉 ∗ 11X = 0 . (4.2.68)

Хорошо известный пример уравнения вида (4.2.65) – (4.2.67) достав-
ляет уравнение

div (|∇f |n−2∇f) = 0 , (4.2.69)
обращающееся в уравнение Лапласа ∆u = 0 при n = 2.

Сформулируем основное утверждение раздела — теорему типа теоре-
мы Сарда. Если f есть решение (4.2.67), то наше утверждение состоит
в том, что множество точек, в которых f достаточно сильно ветвится,
имеет своим образом множество малой хаусдорфовой меры.

Определим постоянные

γ = γ(n, ν1, ν2) =
n

n− 1

(
1 +

√
ν2 − 1

)−(n+1)/n
,

где ν = ν2/ν1, ν1, ν2 суть постоянные из (4.2.65), (4.2.66),

λn = c(n) 2−n/(n−1) ω
−1/(n−1)
n−1 , c(n) =

( 1∫
0

(2t− t2)(n−2)/2 dt
)−1

(4.2.70)

и ωn−1 – (n− 1)−мерная мера Sn−1(0, 1).
В этих обозначениях имеем

Теорема 4.2.1 Пусть f – непрерывное решение уравнения (4.2.67) со
структурными условиями (4.2.65) – (4.2.66) в области D ⊂ Rn, n ≥ 3.
Пусть целое N0 > 1 таково, что

α =
γ

nν
λn(S

n−1(0, 1), N0) > n, (4.2.71)

или

N0 >
(n2 ν

γλn

)n−1
. (4.2.72)
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Тогда при всех N ≥ N0 множество f(E(N)) ⊂ R имеет (локально)
конечную n/α-меру Хаусдорфа, где

E(N) = {a ∈ D : N(a) ≥ N}.

Число N(a) означает число ”хороших” компонент связности множе-
ства B(a, r) \ Ef , где Ef есть множество уровня f . Точное определение
см. ниже в разделе 4.2.4.

С качественной точки зрения величина N(a) есть некоторый замени-
тель для индекса критической точки W 1,n-решения, а множество E(N)
является множеством точек с ”большим индексом”.

4.2.2 Псевдогармонические функции

Рассмотрим сначала двумерный случай. Пусть X – риманово много-
образие размерности n = 2. Пусть a ∈ X – фиксированная точка и
B(a, r) ⊂ X – геодезический круг достаточно малого радиуса. Если f –
решение уравнения (4.2.67) на X , то мы полагаем

B(a, r) \ Ef , Ef = {x ∈ B(a, r) : f(x) = f(a)},
имеет 2s <∞ компонент связности, где s ≥ 1 – целое, или

B(a, r) \ Ef = ∅ ,
если f – постоянная.
Определение 4.2.1 (М. Морс [216]). Если s > 1, то точка a называ-
ется критической точкой решения f . Число if(a) = s − 1 называется
топологическим индексом критической точки a.

В действительности Морс рассматривал гармонические функции, од-
нако его локальный анализ может быть распространен на псевдогармо-
нический случай, см. [216]. Это вытекает из того факта, что f является
псевдогармонической тогда и только тогда, когда эта функция предста-
вима локально в виде

f = φ ◦ T,
где T : B(a, r) → Y – некоторое топологическое отображение и φ –
гармоническая функция в Y .
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Легко доказать, что при выполнении условий (4.2.65), (4.2.66) вся-
кое обобщенное решение f уравнения (4.2.67) есть псевдогармоническая
функция.

Чтобы обосновать это, зафиксируем r > 0 так, чтобы 2-мерная область
U = B(a, r) была односвязной. Рассмотрим на U дифференциальную 1-
форму

θf(x) = 〈A(x,∇f), dx〉, dx ∈ Tx .
В силу структурных условий (4.2.66), форма θf(x) ∈ L2

loc(U).
Пусть ∗ θf(x) – форма, ортогональная форме θf(x). Уравнение (4.2.67)

означает что форма ∗ θf(x) ∈ L2
loc(U) является слабо замкнутой, и, в

частности,∫
U

dφ ∧ ∗ θf = 0, ∀ φ ∈ Lip (U), suppφ ⊂ U. (4.2.73)

Действительно, мы имеем∫
U

dφ ∧ ∗ θf =

∫
U

〈∇φ,A(x,∇f)〉 ∗ 11

и предположения (4.2.68), (4.2.73) эквивалентны.
Так как U односвязна, по теореме Фробениуса найдется функция g ∈

Liploc(U) такая, что dg = ∗θf(x) [15] – [16].
Комплекснозначная функция w = f + i g : U → C принадлежит

классу W 1,2
loc (U) и имеет якобиан

J(w) = |df ∧ dg| = 〈∇f, A(x,∇f)〉 ≥ ν1|∇f |2 ≥ 0.

Из предположения (4.2.66) следует,

|w′|2 = |∇f |2 + |∇g|2 = |∇f |2 + |A(x,∇f)|2 ≤

≤ (1 + ν2
2)|∇f |2 ≤ ν−1

1 (1 + ν2
2)J(w) .

Так как данное предположение выполнено почти всюду в U, ясно, что
вектор-функция w есть отображение с ограниченным искажением. Тем
самым, справедливо представление w = ζ ◦ ξ, где ξ есть некоторое (од-
нолистное) квазиконформное отображение и ζ – голоморфная функция.
В частности, для функции f мы имеем

f = (Re ζ) ◦ ξ,



236 ГЛАВА 4. УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ

и, тем самым, f является псевдогармонической функцией. Отсюда вы-
текает, что имеет место утверждение.

Теорема 4.2.2 Пусть dimX = 2, и пусть f – непостоянное решение
(4.2.67), удовлетворяющее (4.2.65), (4.2.66) на многообразии X . Тогда
каждая из точек a ∈ X имеет конечный индекс if(a) и множество
всех критических точек f является дискретным множеством точек
на многообразии X .

4.2.3 Контрпример Мартио

В случае n ≥ 3 ситуация более сложная. Имеет место следующее
утверждение, принадлежащее Мартио [197].

Теорема 4.2.3 Для каждого n ≥ 3 существуют функция A(x, ξ) : Rn×
Rn → Rn, удовлетворяющая (4.2.65), (4.2.66), и непостоянное решение
f0 : Rn → R уравнения (4.2.67) такое, что

int {x ∈ Rn : f0(x) = 0} = H−,

где H− – есть полупространство xn < 0 пространства Rn.

Для каждой точки a в гиперплоскости {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn : xn = 0},
и для каждого r > 0 множество

Ef0 = {x ∈ B(a, r) : f0(x) = f0(a)}

обладает свойством
intEf0 6= ∅. (4.2.74)

Каждая точка x ∈ intEf0 является критической точкой функции f0
также и в классическом смысле ∇f0(x) = 0.

Уравнение (4.2.67), описываемое в теореме 4.2.3, имеет разрывные ко-
эффициентыAi(x, ξ), i = 1, 2, ..., n. Вместе с тем мы не знаем существуют
ли решения f0 уравнения (4.2.69), обладающие свойством (4.2.74)? Су-
ществуют ли подобные примеры уравнений с непрерывными (гладкими)
коэффициентами?
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4.2.4 N-точки

С точки зрения указанного выше примера полезно различать два типа
поведения решения в критической точке. Пусть f – непрерывное, обоб-
щенное решение уравнения (4.2.67). Фиксируем точку a ∈ D ⊂ X и
геодезический шар B(a, r) ⊂ X , r > 0. Пусть O1, O2, . . . – компоненты
связности множества

B(a, r) \ ∂ Ef , ∂ Ef = Ef \ intEf

такие, что a ∈ Oi, i = 1, 2, . . . . Предположим, что для такой точки a
существует, как минимум, одна из компонент Oi с этими свойствами. Мы
будем называть такие точки a ∈ D регулярными точками функции f.

При ε ∈ (0, r) мы пишем

σi(a, ε) = Oi ∩ Σ(a, ε), bi(a, ε) = Oi ∩B(a, ε), i = 1, 2, . . . ,

и
m(a, ε) = sup

x∈Σ(a,ε)
|f(x)− f(a)|,

mi(a, ε) = sup
x∈σi(a,ε)

|f(x)− f(a)|, i = 1, 2, . . . .

Принцип максимума – минимума для решений (4.2.67) влечет, что

Oi ∩ Σ(a, r) 6= ∅, i = 1, 2, . . . ,

и этот же принцип показывает, что функция mi(a, ε) неубывает с увели-
чением ε.

Пусть a ∈ D – регулярная точка f. Компонента связности Oi называ-
ется сильной компонентой, если

lim inf
ε→0

mi(a, ε)

m(a, ε)
> 0. (4.2.75)

Будем говорить, что Oi является слабой компонентой, если

lim inf
ε→0

mi(a, ε)

m(a, ε)
= 0. (4.2.76)

Полупространство H− в теореме 4.2.3 есть слабая компонента.
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Пусть f – решение на X и пусть f – непостоянно в окрестности точки
a. Если число областей Oi остается конечным при r → 0, то множество
B(a, r) \ ∂ Ef имеет хотя бы одну сильную компоненту связности Oi.

Заметим, что число компонент связности Oi может зависеть от r и это
число может возрастать при r → 0.

Для произвольного r > 0 пусть Oi(r), i = 1, 2, ..., n(r), – сильные ком-
поненты связности множества B(a, r) \ ∂ Ef . Положим

N(a) = lim inf
r→0

n(r)

– порядок a.

4.2.5 Специальный случай теоремы 2.3.3

Пусть a ∈ X , r > 0, и пусть Oi – компонента связности множества
B(a, r) \ ∂ Ef , a ∈ Oi. Рассмотрим 1−форму

θf(x) = 〈A(x,∇f), dx〉, dx ∈ Tx(X ),

и форму ∗ θf(x), ортогональную форме θf(x) и степени deg (∗ θf(x)) =
n− 1.

Форма ∗ θf(x) слабо замкнута. Пусть wf(x) = f(x) ∗ θf(x). Положим
формально dwf = df ∧ ∗ θf . Тем самым,

∗ dwf = ∗ (df ∧ ∗ θf) = 〈∇f, A(x,∇f)〉. (4.2.77)
Для почти всех τ ∈ (0, r) определена величина

εi(a, τ) = sup
w0∈F

∫
σi(a,τ)

∗ dwf

∣∣∣ ∫
σi(a,τ)

(wf − w0)
∣∣∣ . (4.2.78)

Здесь F – класс дифференциальных форм

w0 ∈ Ln/(n−1)(Oi) , degw0 = n− 1,

подчиненных условию∫
bi(a,τ)

df ∧ ∗θf =

∫
σi(a,τ)

(wf − w0) для почти всех τ ∈ (0, r). (4.2.79)
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Следующее утверждение представляет собой специальный случай тео-
ремы 2.3.3.

Теорема 4.2.1 Пусть 0 < τ0 < τ < r. Тогда

d

dτ

(
Ii(τ) exp

{
−1

ν

τ∫
τ0

εi(a, t)dt
})

≥ 0, (4.2.80)

где
Ii(τ) ≡

∫
bi(a,τ)

|∇f |n ∗ 11.

В частности, при любых τ1 < τ2, τ1, τ2 ∈ (0, r), выполняется

Ii(τ1) ≤ Ii(τ2) exp{−1

ν

τ2∫
τ1

εi(a, t) dt}. (4.2.81)

4.2.6 Условия на многообразие

Пусть Σ – компонента связности геодезической сферы Σ(a, t).Для про-
извольной пары точек p, q ∈ Σ(a, t) пусть Γ = Γ(p, q) означает семейство
всевозможных локально спрямляемых дуг γ ⊂ Σ, соединяющих p с q.
Определим величину

mod Γ = inf

∫
Σ

ρn dHn−1

/(
inf
γ∈Γ

∫
γ

ρ dH1
)n
,

где точная нижняя грань берется по всем неотрицательным, измеримым
по Борелю функциям ρ на Σ. Если Γ(p, q) = ∅, то мы полагаем

mod Γ = ∞ .

Далее, следуя [198], полагаем

µa(t) = inf
Σ

inf
p,q∈Σ

mod Γ,
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где первая из нижних граней берется по всем компонентам связности Σ
множества Σ(a, t). В частности, если непрерывная функция f принадле-
жит классу Lip (Σ(a, t)), то

µa(t) sup
Σ⊂Σ(a,t)

oscn(f,Σ) ≤
∫

Σ(a,t)

|∇f |n dHn−1 (4.2.82)

(см. раздел 3.2.2).
Предположим, что в точке a ∈ X имеет место следующее свойство :

существует постоянная M = M(n, r) > 0такая, что при всех

t , 0 < 2t < r ,

выполнено
2t∫
t

µa(τ) dτ ≥M . (4.2.83)

Ясно, например, что евклидово пространство Rn удовлетворяет усло-
вию (4.2.83). Здесь µa(t) ≥ c(n)/t, и

2t∫
t

µa(τ) dτ ≥ c(n) ln 2

с некоторой постоянной c(n) [243, лемма 5.29].
4.2.7 Поведение решения вблизи N-точки

Исследуем поведение решений f вблизи N -точек.
Теорема 4.2.4 Пусть f – непрерывное решение уравнения (4.2.67) со
структурными условиями (4.2.65), (4.2.66) на n−мерном римановом
многообразии X . Если многообразие X обладает свойством (4.2.83) в
N -точке a ∈ X , то

lim sup
t→0

m(a, t) exp { 1

nνN

r∫
2t

N∑
i=1

εi(a, τ) dτ} <∞. (4.2.84)
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Сформулируем некоторые применения этого утверждения для A-ре-
шения в евклидовом пространстве Rn.

Теорема 4.2.5 Пусть f – непрерывное решение уравнения (4.2.67) со
структурными условиями (4.2.65), (4.2.66) на подобласти D ⊂ Rn. То-
гда для каждой N−точки a ∈ X выполнено

lim sup
ε→0

m(a, ε)

εα
<∞ , (4.2.85)

где
α =

γ

nν
λ(Sn−1(0, 1), N) ≥ γ

nν
λnN

1/(n−1) (4.2.86)

и постоянные γ, λ(Sn−1(0, 1), N) и λn, как в лемме 4.2.3.

4.2.8 Доказательство теоремы 4.2.4

ФиксируемN−точку a ∈ X и r > 0. Пусть O1, O2, . . . , ON – сильные ком-
поненты связности множества B(a, r) \ ∂ Ef . В силу (4.2.81), для всякой
области Oi (i = 1, 2, . . . , N) имеет место неравенство

exp{1

ν

t2∫
t1

εi(a, τ) dτ} Ii(t1) ≤ Ii(t2).

В соответствии с формулой Кронрода – Федерера можем записать

Ii(t) =

t∫
0

dτ

∫
σi(a,τ)

|∇f |n dHn−1

|∇d(a, x)|
.

Однако,
|∇d(a, x)| = 1 почти всюду в X

и для всех t ∈ (0, r), пользуясь (4.2.82), получаем

Ii(t) =

t∫
0

dτ

∫
σi(a,τ)

|∇f |ndHn−1 ≥
t∫

t/2

mn
i (a, τ)µa(τ) dτ.
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Каждая из областей Oi (i = 1, 2, . . . , N) является сильной компонен-
той связности. Тем самым,

lim inf
t→0

mi(a, t)

m(a, t)
≥ qi, i = 1, 2, . . . , N,

с некоторыми постоянными qi > 0.
Пусть q = min{q1, q2, . . . , qN}. Тогда имеем

Ii(t) ≥ qn
t∫

t/2

mn(a, τ)µa(τ) dτ ≥ qnmn(a, t/2)

t∫
t/2

µa(τ)dτ

и при любых t1, t2, 0 < t1 < t2 ≤ r, выполнено

qnmn(a, t1/2)

t1∫
t1/2

µa(τ) dτ
N∑
i=1

exp{1

ν

t2∫
t1

εi(a, τ) dτ} ≤

≤
N∑
i=1

Ii(t2) ≤
∫

B(a,t2)

|∇f |n ∗ 11 .

В силу неравенства между средним арифметическим и средним гео-
метрическим, находим

1

N

N∑
i=1

exp{1

ν

t2∫
t1

εi(a, τ) dτ} ≥ exp{1

ν

t2∫
t1

1

N

N∑
i=1

εi(a, τ) dτ}.

Отсюда,∫
B(a,t2)

|∇f |n ∗ 11 ≥ qnmn(a, t1/2) exp { 1

νN

t2∫
t1

N∑
i=1

εi(a, τ) dτ}
t1∫

t1/2

µa(τ) dτ,

или, при t1 = 2t, t2 = r, 2t < r,

mn(a, t)

2t∫
t

µa(τ) dτ exp { 1

νN

r∫
2t

N∑
i=1

εi(a, τ) dτ}
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≤ C(q)

∫
B(a,r)

|∇f |n ∗ 11. (4.2.87)

Свойства (4.2.83) и (4.2.87) влекут справедливость теоремы 4.2.4.

Зафиксируем t ∈ (0, r) и открытое подмножество σ ⊂ Σ(a, t). Нам
потребуется

λ(σ) ≡ λn(σ) = inf


∫
σ

|∇φ|n dHn−1∫
σ

φn dHn−1


1/n

, (4.2.88)

где ∇φ = ∇σφ означает градиент функции φ на геодезической сфере
Σ(a, t) и точная нижняя грань берется по всем функциям φ ∈ Lip0(σ).

Рассмотрим фиксированную компоненту связности Oi множества

B(a, r) \ ∂ Ef , a ∈ Oi .

Положим
σ = σi(a, τ) = Oi ∩ Σ(a, τ).

Лемма 4.2.1 Для почти всех τ ∈ (0, r) выполнено

γ λn(σi(a, τ)) ≤ εi(a, τ), i = 1, 2, . . . , N. (4.2.89)

Доказательство. Выберем в соотношении (4.2.78) форму

w0 = f(a) ∗ θf(x).
Эта форма слабо замкнута, подчинена условию (4.2.79) и, тем самым,
принадлежит классу F . Таким образом, мы можем положить в (4.2.78)

εi(a, τ) ≥

∫
σi(a,τ)

∗ dwf

∣∣∣ ∫
σi(a,τ)

(wf − w0)
∣∣∣ .
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Пользуясь равенством∫
σi(a,τ)

∗ dwf =

∫
σi(a,τ)

〈∇f, A(x,∇f)〉dHn−1 ,

получаем

εi(a, τ) ≥
∫

σi(a,τ)

〈∇f, A〉dHn−1

/∣∣∣ ∫
σi(a,τ)

(f(x)− f(a))〈A,∇f),∇d〉 dHn−1
∣∣∣,

A = A(x,∇f), d = d(a, x),

и, далее, на основании (4.2.65), находим

εi(a, τ) ≥ ν1

∫
σi(a,τ)

|∇f |ndHn−1

∣∣∣∣∣∣∣
∫

σi(a,τ)

(f(x)− f(a))〈A,∇d〉dHn−1

∣∣∣∣∣∣∣
. (4.2.90)

Оценку знаменателя в (4.2.90) удобно провести ниже, в процессе до-
казательства леммы 5.2.1. Сейчас же отметим лишь основные ее этапы.
Именно, мы имеем∣∣∣∣∣∣∣

∫
σi(a,τ)

(f(x)− f(a))〈A(x,∇f),∇d(a, x)〉dHn−1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∫
σi(a,τ)

|f(x)− f(a)||〈A(x,∇f),∇d(a, x)〉|dHn−1 ≤

≤

 ∫
σi(a,τ)

|f(x)− f(a)|n dHn−1


1/n

×
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×

 ∫
σi(a,τ)

|〈A(x,∇f),∇d(a, x)〉|n/(n−1) dHn−1


(n−1)/n

.

Предпоследний из интегралов оценивается с использованием (4.2.88)∫
σi(a,τ)

|f(x)− f(a)|n dHn−1 ≤

≤ λ−n(σi(a, τ))

∫
σi(a,τ)

|∇σf(x)|n dHn−1 .

Замечая, что в каждой точке дифференцируемости решения f выпол-
нено

|∇σf(x)|2 + |〈∇d(a, x),∇f(x)〉|2 = |∇f(x)|2

и пользуясь структурными условиями (2.2.15) и (2.2.16), находим
|〈∇d(a, x), A(x,∇f)〉| ≤

≤ ν1 |〈∇d(a, x),∇f(x)〉| |∇f(x)|n−2 + ν3 |∇f(x)|n−1 ,

где ν3 =
√
ν2

2 − ν2
1 .

После простых преобразований получаем∣∣∣∣∣∣∣
∫

σi(a,τ)

(f(x)− f(a))〈A,∇d〉dHn−1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ n− 1

n

(
ν1 + ν3

ν1

)1/n
ν1 + ν3

λ(σi(a, τ))

∫
σi(a,τ)

|∇f(x)|ndHn−1 .

(См. ниже доказательство леммы 5.2.1.)
Подставляя найденную оценку в (4.2.90), приходим к (4.2.89). �
Зафиксируем целое N ≥ 2 и геодезическую сферу Σ(a, t). Нам потре-

буются N−средние основной частоты
λ(t, N) ≡ λn(Σ(a, t), N).
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Лемма 4.2.2 Для почти всех τ ∈ (0, r) выполнено

γ λ(Σ(a, τ), N) ≤ 1

N

N∑
i=1

εi(a, τ). (4.2.91)

Доказательство. Области O1, O2, . . . , ON взаимно не пересекаются. Та-
ким образом,

σi(a, τ) ∩ σj(a, τ) = ∅, i 6= j,

и на основании (4.2.89) получаем

1

N

N∑
i=1

εi(a, τ) ≥
γ

N

N∑
i=1

λn(σi(a, τ)) ≥ γ λn(Σ(a, τ), N).

�
Если Σ(a, t) является стандартной сферой Sn−1(a, t) ⊂ Rn, то

λn(S
n−1(a, t), N) =

1

t
λn(S

n−1(a, 1), N). (4.2.92)

Нам потребуется специальный случай для p = n леммы 4.1.2.

Лемма 4.2.3 Имеют место высказывания
i) если n = 2, то

λ2(S
1(0, 1), N) =

N

π
,

ii) если n ≥ 3, то

λn(S
n−1(0, 1), N) ≥ λnN

1/(n−1)

с некоторой постоянной λn, определенной соотношением (4.2.70).

4.2.9 Доказательство теоремы 4.2.5

Объединяя соотношения (4.2.84), (4.2.91) и (4.2.92), находим

lim sup
t→0

m(a, t)

tα
=

(
2

r

)α
lim sup
t→0

m(a, t)
( r

2t

)α
=
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=

(
2

r

)α
lim sup
t→0

m(a, t) exp { γ
nν

λn(S
n−1(0, 1), N)

r∫
2t

dτ

τ
} =

=

(
2

r

)α
lim sup
t→0

m(a, t) exp { γ
nν

r∫
2t

λn(S
n−1(0, τ), N) dτ} =

≤
(

2

r

)α
lim sup
t→0

m(a, t) exp { 1

nν N

r∫
2t

N∑
i=1

εi(a, τ) dτ} <∞.

Оценки (4.2.85), (4.2.86) для постоянной λ следуют из леммы 4.2.3. �

Доказательство теоремы 4.2.1. По определению множества E(N0)
каждая из точек a ∈ E(N0) обладает свойством :существуют N0 различ-
ных компонент связности O1, O2, ..., ON0

множества B(a, r)\∂ Ef , a ∈
Oi, для которых

lim inf
ε→0

mi(a, ε)

m(a, ε)
= qi > 0, i = 1, 2, ..., N0. (4.2.93)

Для произвольной точки a ∈ E(N0) полагаем
q(a) = min{q1, q2, . . . , qN0

} .
Пусть, кроме того,

E(q,N0) = {a ∈ E(N0) : q(a) ≥ q}.
Пусть a ∈ E(q,N0) – произвольная точка. Выбирая в (4.2.87) величину

r < d0 = min{1, d(a, ∂D)}, d(a, ∂D) = min{d(a, x) : x ∈ ∂D},
и применяя соотношения (4.2.91), (4.2.92), приходим к неравенству

mn(a, t)

tγλn(Sn−1(0,1),N)/ν ≤
C1(q)

rγλn(Sn−1(0,1),N)/ν

∫
B(a,r)

|∇f |n ∗ 11 .

Данное неравенство влечет

mn(a, t)

tnα
≤ C1(q)

∫
B(a,r)

|∇f |n ∗ 11

/
rγλ(Sn−1(0,1),N)/ν|. (4.2.94)
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Неравенство (4.2.94) ведет к необходимому заключению. �
Для доказательства теоремы 4.2.1 нам будет необходимо следующее,

хорошо известное утверждение о покрытии шарами (см. [86, раздел 1.1]
и ссылки).

Лемма 4.2.4 Пусть A ⊂ Rn – не пусто и пусть

F1 = {B(x, r(x)) : x ∈ A}

– покрытие множества A шарами. Если sup{r(x) : x ∈ A} < ∞, то
найдется счетное подсемейство F2 ⊂ F1 такое, что

A ⊂ ∪F2
B(x, r(x))

и каждая из точек x ∈ A принадлежит не более чем c(n) элементам
семейства F2.

Не умаляя общности мы можем предполагать, что область D ⊂ Rn

ограничена. Фиксируем подобласть D1, D1 ⊂ D, и положим

E = E(N0) ∩D1, Eq = E ∩ E(q,N0).

Для завершения доказательства теоремы достаточно показать, что α/n-
мерная мера Хаусдорфа множества f(Eq) конечна. Выбирая последова-
тельность qn = 1/n и исчерпывая область замкнутыми, ограниченными
подобластями, приходим к необходимому заключению.

Зададим ε > 0 и r < min{d0, d(D1, ∂D)}. Неравенство (4.2.94) влечет,
что для любой точки a ∈ Eq существует радиус r(a) < r такой, что

mn/α(a, r(a)) ≤ c2 r(a)
n,

где c2 – постоянная, не зависящая от точки a. Заменив величину r(a)
меньшим числом, если это необходимо, мы вправе предполагать, что
m(a, r(a)) < ε.

Применяя лемму 4.2.4, выберем счетное покрытие {Bs} множества A
шарами Bs(a, r(as)) со свойством, описанным в лемме 4.2.4. Семейство
интервалов {f(Bs)} в R покрывает множество f(Eq) и, более того, для
любого s = 1, 2, ... выполняется: линейная мера f(Bs) < ε и

∞∑
s=1

(lengthf(Bs))
n/α ≤ C2(q)

∞∑
s=1

rn(as) .
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Так как кратность покрытия в лемме 4.2.4 ограничена, то мы получаем
∞∑
s=1

(length f(Bs))
n/α ≤ C3(n, q) vol(D1).

Но ε > 0 произвольно, а потому мы вправе сделать нужное заключение
и доказательство теоремы 4.2.1 завершено. �
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4.3 Уравнения типа минимальной поверхности

Ниже рассматриваются дифференциальные операторы L на поверхности
F = (D, ds2

F ), заданной над областью D ⊂ Rn линейным элементом ds2
F .

При определенных условиях на оператор L, выражаемых в терминах
метрики ds2

F , и на поверхность F доказываются некоторые теоремы о
решениях либо субрешениях дифференциального уравнения L[f ] = 0.
Это — теорема Лиувилля, обобщенный принцип максимума и теорема о
поведении решений в окрестности изолированной особой точки.

Варьируя выбор метрики ds2
F и пользуясь ранее доказанными резуль-

татами о граничных множествах поверхности F , в качестве следствий
этих общих теорем мы получаем соответствующие высказывания как
для равномерно эллиптических, так и для неравномерно эллиптических
уравнений.

4.3.1 Классы A(α)

Пусть D – область в Rn и пусть Ai(x, ξ) (i = 1, 2, . . . , n) – измеримые,
локально ограниченные функции, определенные при всех x ∈ D и всех
ξ ∈ Rn и такие, что

n∑
i=1

ξiAi(x, ξ) ≥ 0 , (4.3.1)

где знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда ξ = 0.
Обозначим через L дифференциальный оператор, определяемый ра-

венством

L[f ] =
n∑
i=1

d

dxi
Ai(x,∇f) . (4.3.2)

Ниже речь пойдет о решениях неравенства L[f ] ≥ 0, понимаемых в
следующем смысле. Будем говорить, что функция f(x) класса Lip (D)
удовлетворяет неравенству L[f(x)] ≥ 0, если для всякой неотрицатель-
ной функции ϕ(x) ∈ Lip0(D) выполнено∫

D

n∑
i=1

ϕxi
Ai(x,∇f) dx ≤ 0 . (4.3.3)
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В случае, когда функции Ai(x, ξ) (i = 1, 2, . . . , n) и f(x) являются до-
стоточно гладкими, пользуясь формулой Остроградского – Гаусса легко
заключаем, что∫

D

n∑
i=1

ϕxi
Ai(x,∇f) dx = −

∫
D

ϕ

n∑
i=1

d

dxi
Ai(x,∇f) dx .

Тем самым (4.3.3) эквивалентно неравенству∫
D

ϕ

n∑
i=1

d

dxi
Ai(x,∇f) dx ≥ 0 ,

выполнение которого с указанным произволом на функцию ϕ ≥ 0, влечет
за собой неравенство L [f(x)] ≥ 0, понимаемое в стандартном смысле.

Определенные таким образом решения неравенства L [f(x)] ≥ 0 мы
будем называть также субрешениями уравнения L [f(x)] = 0. Функция
f(x) есть суперрешение уравнения L [f(x)] = 0, если функция −f(x)
является субрешением.

Далее предполагается, что F = (D, ds2
F ) – поверхность, заданная над

областью D ⊂ Rn линейным элементом (1.2.5). Для остальных величин,
связанных с данной метрикой, мы также полностью сохраняем обозна-
чения, принятые в разделе 1.2.2.

Пусть L – дифференциальный оператор, определенный соотношением
(4.3.2). Будем говорить, что оператор L принадлежит классу A(α), 1 ≤
α <∞, в метрике поверхности F , если он удовлетворяет условию (4.3.1)
и существует постоянная q > 0 такая, что для почти всех x ∈ D и всех
ξ, η ∈ Rn выполнено(

n∑
i=1

ξiAi(x, η)

)α

≤ q
√
g(x) Eα/2F (ξ)

(
n∑
i=1

ηiAi(x, η)

)α−1

. (4.3.4)

Предложение 4.3.1 В специальном случае α = 2 условия (4.3.1) и
(4.3.4) принадлежности L к классу A(α) в метрике dsF могут быть
записаны в виде одного неравенства

n∑
i,j=1

gij(x)Ai(x, ξ)Aj(x, ξ) ≤ q
√
g(x)

n∑
i=1

ξiAi(x, ξ) . (4.3.5)
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Доказательство. Достаточно воспользоваться соотношением

max
|η|=1

n∑
i,j=1

ξiξjηiηj

n∑
i,j=1

gijηiηj

=
n∑

i,j=1

gijξiξj . (4.3.6)

Чтобы убедиться в справедливости (4.3.6) заметим сначала, что в си-
лу известных свойств квадратичных форм (см., например, [30, стр. 289 –
290]), наибольшее значение отношения двух квадратичных форм, стоя-
щих в левой части (4.3.6), равно максимальному из корней λ уравнения

det (ξiξj − λ gij) = 0 .

Умножая обе части данного равенства на det (gij), получаем

det (aij − λ δij) = 0 ,

где

aij = ξj

n∑
s=1

gisξs

и δij – символ Кронекера.
Запишем это уравнение в развернутой форме

(−λ)n + S1(−λ)n−1 + . . .+ Sn−1(−λ) + Sn = 0 ,

где Sm – сумма главных миноров m-го порядка матрицы (aij).
Так как любые два столбца матрицы (aij) пропорциональны, то Sm = 0

при m > 1. Тем самым, мы получаем

λmax = S1 =
n∑
i=1

n∑
j=1

gijηiηj ,

что и требуется. �

4.3.2 Теорема Лиувилля

Докажем следующую теорему типа теоремы Лиувилля.
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Теорема 4.3.1 Пусть f – ограниченное сверху решение неравенства
L [f(x)] ≥ 0 в области D ⊂ Rn, где оператор L принадлежит классу
A(α) в метрике dsF . Если график F решения f имеет α-параболический
тип в метрике dsF , то f ≡ const.

Доказательство. Зафиксируем постоянную c и обозначим через Oc
компоненту связности множества, на котором f(x) > c. Не ограничи-
вая общности можно считать, что ∂O 6= ∅.

Рассмотрим функцию f1(x), совпадающую с функцией f(x)−c на мно-
жествеOc и равную 0 при x ∈ D\Oc. Функция f1(x) есть функция класса
Lip (D). Нетрудно доказать, что f1(x) также является субрешением урав-
нения L [f(x)] = 0. На основании неравенства (4.3.3) для произвольной
неотрицательной функции ϕ ∈ Lip0(D) имеем∫

D

n∑
i=1

(ϕαf1)
′
xi
Ai(x,∇f) dx ≤ 0

и, следовательно,∫
D

ϕα
n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx ≤ −α

∫
D

ϕα−1 f1

n∑
i=1

ϕ′xi
Ai(x,∇f) dx .

Из условия (4.3.4) на оператор L вытекает, что(
n∑
i=1

ϕxi
Ai(x,∇f)

)α

≤ q
√
g(x) Eα/2F (∇ϕ)

(
n∑
i=1

fxi
Ai(x,∇f)

)α−1

,

а потому ∫
Oc

ϕα
n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f)dx ≤

≤ c̃

∫
Oc

ϕα−1E
1
2 (∇ϕ)g

1
2α

(
n∑
i=1

fxi
Ai(x,∇f)

)α−1
α

dx ,

где c̃ – некоторая постоянная, зависящая только от α, q и верхней грани
функции f1 на D.
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На основании неравенства Гельдера имеем∫
Oc

ϕα−1E
1
2 (∇ϕ) g

1
2α

(
n∑
i=1

fxi
Ai(x,∇f)

)α−1
α

dx ≤

≤

∫
Oc

E
α
2

F (∇ϕ)
√
g dx

 1
α
∫
Oc

ϕα
n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx

α−1
α

.

Таким образом, получаем∫
Oc

ϕα
n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx ≤ c̃α

∫
Oc

E
α
2

F (∇ϕ)
√
g dx . (4.3.7)

Зададим произвольно исчерпание D последовательностью
D1 ⊂ D2 ⊂ . . . ⊂ Dm ⊂ . . . , ∪∞m=1Dm = D ,

ограниченных, строго внутренних подобластей Dm ⊂ D. Пусть ∆, ∆ ⊂
D1, – некоторая область. Выбирая в (4.3.7) функцию ϕ равную 1 на ∆ и
обращающуюся в 0 на D \Dm, приходим к неравенству∫

∆∩Oc

n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx ≤ c̃α

∫
Oc

E
α
2

F (∇ϕ) dF .

Минимизируя правую часть этого неравенства по всем функциям ϕ ука-
занного вида, будем иметь∫

∆∩Oc

n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx ≤ c̃α capα,F (∆, D \Dm;D) . (4.3.8)

В силу требования α-параболичности поверхности F , правая часть
(4.3.8) стремится к 0 при m→∞. Таким образом, почти всюду на мно-
жестве ∆ ∩ Oc выполнено

n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) = 0 .
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Учитывая произвол в выборе подобласти ∆ и свойство (4.3.1) оператора
L, заключаем, что почти всюду на Oc градиент функции f обращается в
0. Поэтому f(x) ≡ const на Oc, что противоречит непустоте множества
∂Oc. Теорема доказана. �

Условие (4.3.4) не относится к числу традиционных условий на опера-
тор в теории уравнений в частных производных. Приведем некоторые,
иллюстрирующие его примеры. Рассмотрим сначала случай, в котором
метрика dsF = |dx| евклидова.

Пусть L – дифференциальный оператор, определенный соотношением
(4.3.2) и удовлетворяющий условиям (2.2.15), (2.2.16). Легко видеть, что
оператор L принадлежит классу A(α) с α = p > 1 в евклидовой метрике.
Вспоминая, что пространство Rn имеет α-параболический тип при α ≥
n, на основании теоремы 4.3.1 приходим к высказыванию.

Следствие 4.3.1 Если α ≥ n, то всякое ограниченное сверху решение
неравенства L [f(x)] ≥ 0 в Rn описанного вида является тождествен-
ной постоянной f(x) ≡ const.

Пример 4.3.1 Приведем пример, показывающий, что условие α ≥ n
существенно. Положим

f0(x) =

|x|∫
1

t
1−n
α−1 dt .

Рассмотрим функцию f(x) = max{0, f0(x)}. Легко видеть, что функция
f(x) есть субрешение уравнения

n∑
i=1

∂

∂xi
(|∇f |α−2∇f) = 0 .

При 1 < α < n функция f(x) ограничена в Rn и отлична от тождествен-
ной постоянной.

�

Рассмотрим другой, важный для дальнейшего случай, когда опера-
тор L принадлежит классу A(2) в евклидовой метрике. Условие (4.3.4)
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может быть записано здесь в виде (2.2.12) с p = α. Данному условию
удовлетворяет, в частности, оператор средней кривизны

L [f ] =
1

n

n∑
i=1

∂

∂xi

(
f ′xi√

1 + |∇f |2

)
и пользуясь 2-параболичностью типа R2, получаем

Следствие 4.3.2 Пусть F – поверхность неотрицательной средней
кривизны, заданная над R2 посредством дважды непрерывно дифферен-
цируемой, ограниченной сверху функции f(x). Тогда F – плоскость.

4.3.3 Теорема Бернштейна

Более глубокие примеры применения теоремы 4.3.1 связаны с интерпре-
тацией теоремы С.Н. Бернштейна [10, стр. 257] в качестве лиувиллевско-
го типа для производных решения. Данная концепция восходит к осново-
полагающей работе С.Н. Бернштейна [10]. Проиллюстрируем ее сперва
на примере уравнения минимальной поверхности.

Пусть x3 = f(x1, x2) – произвольное целое решение уравнения мини-
мальной поверхности

n∑
i=1

∂

∂xi

(
f ′xi√

1 + |∇f |2

)
= 0 . (4.3.9)

Дифференцируя обе части равенства (4.3.9) по переменной x1, получаем

B [u] ≡
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
= 0 ,

где u = arctg f ′x1
и

a11 = λ(1 + f ′2x2
) a12 = a21 = −λf ′x1

f ′x2
, a22 = λ(1 + f ′2x1

) ,

λ =
1 + f ′2x1

(1 + |∇f |2)3/2 .
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В силу теоремы 1.3.4 уравнение x3 = f(x1, x2) описывает поверхность
F 2-параболического типа. С другой стороны, непосредственно проверя-
ется, что определенный выше оператор B принадлежит классу A(2) в
метрике этой поверхности.

Чтобы убедиться в сказанном, воспользуемся предложением 4.3.1. За-
мечая, что в нашем случае коэффициенты gij метрики ds2

F имеют вид
(1.3.34), будем иметь

2∑
i,j=1

gij(x)Ai(x, ξ)Aj(x, ξ) =
2∑

i,j=1

gij

(
2∑

p,q=1

aipajqξpξq

)
=

=
(1 + f ′2x1

)2

(1 + |∇f |2)3

(
(1 + f ′2x2

)ξ2
1 − 2f ′x1

f ′x2
ξ1ξ2 + (1 + f ′2x1

)ξ2
2
)
. (4.3.10)

Для сумм в правой части (4.3.6) имеем
2∑
i=1

ξiAi(x, ξ) =
2∑

i,j=1

aij(x)ξiξj =

=
1 + f ′2x1

(1 + |∇f |2)3/2

(
(1 + f ′2x2

)ξ2
1 − 2f ′x1

f ′x2
ξ1ξ2 + (1 + f ′2x1

)ξ2
2
)
. (4.3.11)

Сопоставляя (4.3.10) и (4.3.11), видим, что неравенство (4.3.5) дей-
ствительно справедливо (с постоянной q = 1). Функция u(x) = arctg f ′x1

ограничена и на основании теоремы 4.3.1 заключаем, что u(x) ≡ const и
f ′x1

≡ const.
Дифференцируя (4.3.9) по переменной x2 и рассуждая, как и выше,

заключаем, что f ′x2
≡ const. Тем самым приходим к утверждению

Теорема 4.3.2 Всякое решение x3 = f(x1, x2) уравнения минимальной
поверхности (4.3.9), определенное во всей плоскости R2, является ли-
нейной функцией.

Замечание 4.3.1 Теорема С.Н. Бернштейна, опубликованная впервые
в 1915 году в ’Сообщ. Харьк. матем. об-ва’, т. 15, n. 1, 38-45, находи-
лась в центре математических интересов на протяжении всего XX-го ве-
ка. В работах Флеминга, Де Джорджи, Альмгрена и Саймонса теорема
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С.Н. Бернштейна была обобщена на случай решений уравнения мини-
мальной поверхности в Rn, n ≤ 7, а в работе Бомбьери, Де Джорджи
и Джусти [14] было показано, что утверждение неверно в размерностях
n ≥ 8. (Относительно весьма драматичной истории вопроса см., напри-
мер, у Джусти [24, глава 17] и Саймона [102].)

Приведенное выше доказательство не проходит уже при n ≥ 3. Тем не
менее кажется весьма правдоподобным существование аналогов теоремы
Бернштейна для минимальных графиков, заданных над некоторыми ”уг-
ловыми” и ”цилиндрическими” областями в Rn и имеющих специальные
граничные данные.

Ниже мы докажем другую версию теоремы С.Н. Бернштейна, утвер-
ждающую линейность целого решения уравнения типа минимальной по-
верхности по одной из переменных.

Для этой цели нам потребуется

Лемма 4.3.1 Пусть (aij) (i, j = 1, 2) – матрица с вещественными ко-
эффициентами и пусть существует постоянная c > 1 такая, что

4 a11a22 − (a12 + a21)
2 ≥ c

4
(a12 − a21)

2 . (4.3.12)

Тогда при любых ξ, η ∈ R2 выполняется(
2∑

i,j=1

aij ξiηj

)2

≤
(
c+ 1

c− 1

)2
(

2∑
i,j=1

aij ξiξj

) (
2∑

i,j=1

aij ηiηj

)
. (4.3.13)

Доказательство. Положим

A(ξ, η) =
2∑

ij=1

aij ξiηj , B(ξ, η) = ξ1η2 − ξ2η1 ,

Ã(ξ, η) = ξ1

(
a11 η1 +

a12 + a21

2
η2

)
+ ξ2

(
a12 + a21

2
η1 + a22 η2

)
.

Воспользуемся следующим, легко проверяемым тождеством

A2(ξ, η) = A(ξ, ξ)A(η, η)−

(
a11 a22 −

(
a12 + a21

2

)2
)
B2(ξ, η)+
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+
a12 − a21

2
A(ξ, η)B(ξ, η) +

a12 − a21

2
Ã(ξ, η)B(ξ, η) . (4.3.14)

Билинейная форма Ã(ξ, η) имеет симметрическую матрицу коэффи-
циентов. Поэтому из условия (4.3.12) следует, что

Ã2(ξ, η) ≤ A(ξ, ξ)A(η, η) . (4.3.15)
Воспользуется неравенством Коши

ab ≤ ε2

2
a2 +

1

2 ε2 b
2 , ε > 0 .

Для произвольных ε > 0 и δ > 0 можно записать

a12 − a21

2
A(ξ, η)B(ξ, η) ≤ 1

2ε2

(
a12 − a21

2

)2

B2(ξ, η) +
ε2

2
A2(ξ, η)

(4.3.16)
и

a12 − a21

2
Ã(ξ, η)B(ξ, η) ≤ 1

2δ2

(
a12 − a21

2

)2

B2(ξ, η) +
δ2

2
Ã2(ξ, η) .

(4.3.17)
Объединяя соотношения (4.3.14) – (4.3.17), получаем(

1− ε2

2

)
A2(ξ, η) ≤

(
1 +

δ2

2

)
A(ξ, ξ)A(η, η)−

−B2(ξ, η)

(
a11a22 −

(
a12 + a21

2

)2

− 1

2

(
1

ε2 +
1

δ2

)(
a12 − a21

2

)2
)
.

Выбирая теперь

ε =
2√
c+ 1

, δ =
2√
c− 1

и учитывая (4.3.12), приходим к неравенству (4.3.13). Лемма доказана.
�

Укажем класс уравнений, всякое целое решение которых линейно по
одной из переменных.

Пусть Ai(x1, ξ) (i = 1, 2) – дважды непрерывно дифференцируемые
функции переменных x1 ∈ R1 и ξ ∈ R2. Пусть aij = ∂Ai/∂ξj (i, j = 1, 2).
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Предположим, что матрица (aij) удовлетворяет неравенству (4.3.12) при
любых x1 ∈ R1 и ξ ∈ R2 с некоторой абсолютной постоянной c > 1.
Предположим также, что существуют непрерывная, суммируемая по R1

функция θ(t) > 0 и постоянная q > 0 такие, что при всех x1 ∈ R1 и
ξ ∈ R2 выполнено

(1 + ξ2
1) a11 + ξ1ξ2 (a12 + a21) + (1 + ξ2

2) a22 ≤ q θ(ξ2)
√

1 + |ξ|2 . (4.3.18)

Рассмотрим дифференциальное уравнение

L [f(x)] =
2∑
i=1

d

dxi
Ai(x1,∇f) = 0 . (4.3.19)

Имеет место

Теорема 4.3.3 Если оператор L удовлетворяет предположениям
(2.2.15), (2.2.16) с p = 2 и (4.3.18), то всякое целое, трижды непрерывно
дифференцируемое решение x3 = f(x1, x2) уравнения (4.3.19) является
функцией, линейной по переменной x2.

Пример 4.3.2 Приведем пример, показывающий, что описываемая тео-
ремой ситуация реализуется нетривиальным образом. Зададим дважды
непрерывно дифференцируемую функцию q(τ) : R → [1, 2], q(0) = 1.
Рассмотрим уравнение

2∑
i=1

∂

∂xi

(
q(x1)

f ′xi√
1 + |∇f |2

)
= 0 .

Данное уравнение удовлетворяет всем предположениям теоремы 4.3.3, а
функция

f0(x1, x2) = c1

x1∫
0

dτ√
q2(τ)− c22

+ c x2 ,

где c – произвольная постоянная и

c1 =

√
1 + c2

2 + c2
, c2 =

1√
2 + c2

,
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является его решением.
Функция f0(x1, x2) определена во всей плоскости R2, линейна по пере-

менной x2 и, при q(τ) 6≡ const, нелинейна по x1.

�

Доказательство теоремы 4.3.3. Продифференцируем обе части ра-
венства (4.3.19) по переменной x2. Имеем

2∑
i=1

d

dxi

(
2∑
j=1

∂Ai

∂ξj
(x1,∇f)

∂2f

∂xj∂x2

)
= 0 .

Введем вспомогательную функцию

u(x) =

f ′x2
(x)∫

−∞

θ(τ) dτ . (4.3.20)

Замечая, что
∂f

∂xj∂x2
=

1

θ(f ′x2
)

∂u

∂xj
,

приходим к соотношению
2∑

i,j=1

d

dxi

(
1

θ(f ′x2
)
aij(x1,∇f)

∂u

∂xj

)
= 0 .

Данное соотношение будем рассматривать в качестве уравнения отно-
сительно функции u(x). Полагая

ãij(x) =
1

θ(f ′x2
)
aij(x1,∇f) (i, j = 1, 2) ,

будем иметь

L [u(x)] =
2∑

i,j=1

∂

∂xi

(
ãij(x)

∂u

∂xj

)
= 0 . (4.3.21)

Покажем, что оператор L принадлежит классу A(2) в метрике поверх-
ности, описываемой уравнением x3 = f(x1, x2). Действительно, условие
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(4.3.12) на коэффициенты матрицы (aij) влечет за собой аналогичное
неравенство (а, следовательно, и неравенство (4.3.13) ) для матрицы (ãij).
Таким образом, для любых ξ, η ∈ R2 выполнено(

2∑
i,j=1

ãij(x) ξiηj

)2

≤
(
c+ 1

c− 1

)2
(

2∑
i,j=1

ãij(x) ξiξj

) (
2∑

i,j=1

ãij(x) ηiηj

)
.

(4.3.22)
Далее заметим, что из (4.3.12) и (4.3.18) следует неравенство

2∑
i,j=1

ãij ξiξj ≤ q
√
g(x)

2∑
ij=1

gij(x) ξiξj , (4.3.23)

где gij – элементы матрицы (gij)
−1.

Чтобы убедиться в справедливости (4.3.23), найдем максимальное соб-
ственное значение λmax регулярного пучка квадратичных форм

2∑
ij

ãij(x) ξiξj − λ

2∑
i,j=1

gij(x) ξiξj .

Величина λmax есть наибольший корень уравнения∣∣∣∣∣∣∣
ã11 − λ g11 (ã12 + ã21)/2− λ g12

(ã12 + ã21)/2− λ g21 ã22 − λ g22

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 .

Поэтому, в силу условия (4.3.12), будем иметь

λmax ≤ g
(
g11ã22 − g12 (ã12 + ã21) + g22 ã11

)
и, замечая, что

g11 =
1 + f ′2x2

1 + |∇f |2
, g12 = g21 = −

f ′x1
f ′x2

1 + |∇f |2
, g22 =

1 + f ′2x1

1 + |∇f |2
,

получаем

λmax ≤
1

θ(f ′x2
)

(
(1 + f ′2x1

) a11 + f ′x1
f ′x2

(a12 + a21) + (1 + f ′2x2
) a22

)
.
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Пользуясь теперь условием (4.3.18), приходим к (4.3.23).
Подставляя (4.3.23) в (4.3.22), будем иметь(

2∑
i,j=1

ãij ξiηj

)2

≤ q

(
c+ 1

c− 1

)2√
g EF (ξ)

2∑
i,j=1

ãij(x) ηiηj , (4.3.24)

что эквивалентно неравенству (4.3.5) для оператора (4.3.21).
Действительно, из (4.3.24) следует, что максимальное собственное зна-

чение λ′max пучка квадратичных форм
2∑

i,j=1

(
2∑

p,q=1

ãipãjq ηpηq

)
ξiξj − λ

2∑
ij

gij ξiξj

удовлетворяет неравенству

λ′max ≤ q

(
c+ 1

c− 1

)2√
g

2∑
i,j=1

ãij(x) ηiηj (4.3.25)

(см. доказательство предложения 4.3.1).
Найдем λ′max. Положим

Aij =
2∑

p,q=1

ãjqãip ηpηq (i, j = 1, 2) .

Тогда, как и выше, имеем

λ′max = g
(
A11 g

22 − 2A12 g
12 + A22 g

11) .
Замечая, что

g11 =
1 + f ′2x2

g
= −g22

g
, g12 = −

f ′x1
f ′x2

g
= −g12

g
,

g22 =
1 + f ′2x1

g
=
g11

g
, (4.3.26)

приходим к соотношению

λ′max = A11 g11 + 2A12 g12 + A22 g22 =
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=
2∑

i,j=1

gij Aij =
2∑

i,j=1

gij

2∑
p,q=1

ãjqãip ηpηq .

Таким образом, из (4.3.25) вытекает
2∑

i,j=1

gij

2∑
p,q=1

ãjqãip ηpηq ≤ q

(
c+ 1

c− 1

)2√
g

2∑
i,j=1

ãij ηiηj ,

что доказывает (4.3.5).
Оператор L принадлежит классу A(2) в метрике поверхности F , опи-

сываемой уравнением x3 = f(x1, x2). В силу теоремы 1.3.4, данная по-
верхность имеет 2-параболический тип. Замечая теперь, что из условия
суммируемости θ(τ) по R1 следует ограниченность функции u(x) (опре-
деленной соотношением (4.3.20)), можем заключить, что u(x) ≡ const.
Тем самым f ′x2

≡ const и теорема доказана. �

4.3.4 Обобщенный принцип максимума

В разделе приводится обобщенный принцип максимума для разности ре-
шений и для производных решения уравнения типа минимальной поверх-
ности в ”узких” на бесконечности областях Rn.

Пусть D – область в Rn и F = (D, ds2
F ) – поверхность, заданная над

областью D линейным элементом ds2
F . Пусть {Um} – произвольная цепь

открытых множеств на поверхности F .

Теорема 4.3.4 Пусть f(x) – ограниченное сверху в области D субре-
шение уравнения L [f(x)] = 0, где оператор L определен соотношением
(4.3.2) и принадлежит классу A(α) в метрике поверхности F . Пред-
положим, что

lim sup f(xN) ≤ c (c ≡ const) (4.3.27)
вдоль любой расходящейся последовательности точек {xN}, лежащей
вне некоторой, наперед заданной, цепи {Um} α-емкости нуль в метрике
поверхности F .

Тогда f(x) ≤ c всюду в D.

Доказательство. Предположим, что в некоторой точке x0 ∈ D выпол-
нено f(x0) > c. Обозначим через O произвольную компоненту связно-
сти множества, на котором f(x) > c1, где c < c1 < f(x0). Положим
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f̃(x) = f(x) − c1 при x ∈ O и f̃(x) = 0 при x ∈ D \ O. Ясно, что
f̃(x) ∈ Lip (D) и является решением неравенства L [f̃(x)] ≥ 0 в D.

Зададим ограниченную подобласть ∆, ∆ ⊂ O. Если m = 1, 2, . . . до-
статочно велико, то Um ∩ ∆ = ∅. Не умаляя общности можем считать,
что данное свойство выполнено при всех m = 1, 2, . . .. Тогда имеем

lim
m→∞

capα,F (∆, Um; D) = 0 . (4.3.28)

Выберем произвольно функцию ϕ(x) ∈ Lip (D), обращающуюся в 1
на ∆ и равную 0 на Um. В силу условия (4.3.27) функция ϕα(x) f̃(x)
принадлежит классу Lip0(D). Поэтому из (4.3.3) имеем∫

D

n∑
i=1

(ϕαf̃)′xi
Ai(x,∇f) dx ≤ 0 .

Отсюда получаем∫
O

ϕα
n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx ≤ α

∫
O

f̃ϕα−1
n∑
i=1

ϕ′xi
Ai(x,∇f) dx ≤

≤M

∫
O

ϕα−1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕ′xi
Ai(x,∇f)

∣∣∣∣∣ dx ,
где M – постоянная, зависящая от верхней грани f̃(x) на D.

Рассуждая как при доказательстве теоремы 4.3.1, будем иметь∫
∆

n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx ≤M1 capα,F (∆, Um; D) ,

где M1 – постоянная, не зависящая от m.
Полагая m→∞ и пользуясь соотношением (4.3.28), находим∫

∆

n∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx = 0 .
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Тем самым из (4.3.1) вытекает, что |∇f(x)| = 0 почти всюду на ∆ а,
следовательно, и всюду на O. Отсюда f(x) ≡ c1, что противоречит опре-
делению множества O. Теорема доказана. �

Приведем некоторые следствия доказанной теоремы. Пусть D – огра-
ниченная область в Rn и E – компактное множество на границе ∂D.
Зафиксируем постоянную α ∈ (1, n] и обозначим через h(r) функцию,
равную rn−α при 1 < α < n и равную (ln 1/r)1−n при α = n. Предполо-
жим, что h-мера Хаусдорфа множества E равна 0.

Из теоремы 4.3.4 и соотношения (4.3.6) следует

Следствие 4.3.3 Пусть f(x) – ограниченное сверху в D субрешение
уравнения L [f(x)] = 0, где оператор L соотношением (4.3.2) и удовле-
творяет условиям (1.3.1), (1.3.2) с показателем α > 1. Предположим,
что для любой точки x0 ∈ ∂D \ E выполнено

lim sup
x→x0

f(x) ≤ c (c ≡ const) .

Тогда f(x) ≤ c всюду в D.

Упражнение. В приведенном высказывании речь идет о решени-
ях неравенства L [f(x)] ≥ 0, принадлежащих классу Lip(D). Показать,
что утверждение остается в силе, если (для операторов L, описанных в
формулировке следствия 4.3.3) расширить понятие решения неравенства
L [f(x)] ≥ 0, допуская непрерывные функции класса W 1,α

loc (D).
Наиболее интересные применения теоремы 4.3.4 связаны с уравнением

минимальных поверхностей
n∑
i=1

∂

∂xi

(
f ′xi√

1 + |∇f |2

)
= 0 . (4.3.29)

Остановимся сначала на одном простом примере. Пусть ds2
F = |dx|2

и пусть f(x) – субрешение уравнения (4.3.29). Ведем вспомогательную
функцию u(x) = arctgf(x). Функция u(x) является субрешением урав-
нения

L [f(x)] =
n∑
i=1

∂

∂xi

(
q(x)u′xi√

1 + q2(x) |∇u|2

)
= 0 ,
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где q(x) = 1 + f 2(x).
Оператор L принадлежит здесь классу A(1) в евклидовой метрике,

функция u(x) ограничена, и мы можем воспользоваться теоремой 4.3.4.
Исключительными граничными множествами являются здесь множества
1-емкости нуль в евклидовой метрике. Поэтому на основании леммы 1.1.2
приходим к высказыванию

Следствие 4.3.4 Пусть D ⊂ Rn – ограниченная область и E ⊂ ∂D –
замкнутое множество нулевой (n−1)-мерной меры Хаусдорфа. Пусть
f(x) – субрешение уравнения минимальной поверхности (4.3.29), непре-
рывное в D \ E и удовлетворяющее условию f(x) ≤ c при x ∈ ∂D \ E.

Тогда f(x) ≤ c всюду в D.

Похожим приемом устанавливается и аналогичное утверждение для
разности решений уравнения минимальных поверхностей, принадлежа-
щее Е. Де-Джорджи, Г. Стампаккья [146] и И.С.С. Ниче [219].

Теорема 4.3.5 Пусть D ⊂ Rn – ограниченная область и E ⊂ ∂D –
замкнутое множество нулевой (n−1)-мерной меры Хаусдорфа. Пусть
f1(x) – субрешение, а f2(x) – суперрешение уравнения минимальной по-
верхности (4.3.29), непрерывные в D \ E и удовлетворяющие условию
f1(x)− f2(x) ≤ c при x ∈ ∂D \ E.

Тогда f1(x)− f2(x) ≤ c всюду в D.

Для доказательства положим

q(x) = 1 + (f1(x)− f2(x))
2 .

Рассмотрим функции

Ai(x, ξ) =
f1xi√

1 + |∇f1|2
− f2xi√

1 + |∇f2|2
− (f1 − f2)xi√

1 + |∇(f1 − f2)|2
+

q(x) ξi√
1 + q2|ξ|2

при ξi = 1
q(x)(f1 − f2)xi

и

Ai(x, ξ) =
ξi√

1 + |ξ|2
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при ξi 6= 1
q(x)(f1 − f2)xi

(i = 1, 2, . . . , n). Определим оператор L соотно-
шением

L [u(x)] =
n∑
i=1

d

dxi
Ai(x,∇u) .

Функция u(x) = arctg(f1(x) − f2(x)) является субрешением уравнения
L[u(x)] = 0.

Чтобы убедиться в справедливости утверждения, достаточно прове-
рить, что оператор L принадлежит классу A(1) в евклидовой метрике.

Условие (4.3.4) при α = 1 есть следствие неравенства∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ξiAi(x, η)

∣∣∣∣∣ ≤ |ξ| |A(x, η)|

и ограниченности функций Ai(x, ξ) (i = 1, 2, . . . , n).
Выполнение требования (4.3.1) для оператора L очевидно при ξ 6=

∇(f1 − f2)/ q(x). При ξ = ∇(f1 − f2)/ q(x) оно вытекает из следующего
утверждения

Лемма 4.3.2 При любых ξ, η ∈ Rn, ξ 6= η, справедливо неравенство

n∑
i=1

(
ξi√

1 + |ξ|2
− ηi√

1 + |η|2

)2

≤

≤
n∑
i=1

(ξi − ηi)

(
ξi√

1 + |ξ|2
− ηi√

1 + |η|2

)
. (4.3.30)

Доказательство. Положим

p1i =
ξi√

1 + |ξ|2
, p2i =

ηi√
1 + |η|2

(i = 1, 2, . . . , n) ,

ωi =

√√√√1−
n∑
k=1

p2
ik
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и

pk = p2k + t (p1k − p2k) , ω =

√√√√1−
n∑
k=1

p2
k , t ∈ [0, 1] .

Рассмотрим вспомогательную функцию

δ(t) =
n∑
k=1

(p1k − p2k)
pk
ω
.

Так как

δ(0) =
n∑
k=1

(p1k − p2k)
p2k

ω2
, δ(1) =

n∑
k=1

(p1k − p2k)
p1k

ω1
,

то
n∑
k=1

(p1k − p2k)

(
p1k

ω1
− p2k

ω2

)
=

1∫
0

δ′(t) dt =

1∫
0

n∑
k=1

[
(p1k − p2k)

2(1−
n∑
j=1

p2
k) +

n∑
j=1

pkpj(p1j − p2j)(p1k − p2k)

]
dt

ω3 =

=

1∫
0


n∑
k=1

(p1k − p2k)
2 (1−

n∑
j=1

p2
j) +

(
n∑
j=1

pj(p1j − p2j)

)2
 dt

ω3 .

Отсюда имеем

n∑
k=1

(p1k − p2k)

(
p1k

ω1
− p2k

ω2

)
≥

n∑
k=1

(p1k − p2k)
2

1∫
0

dt

ω

и, замечая, что ω < 1, приходим к (4.3.30). �

Следующее утверждение также связано с разностью решений уравне-
ния минимальных поверхностей.
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Теорема 4.3.6 Пусть D ⊂ Rn – неограниченная область, удовлетво-
ряющая условию

∞∫
dt

Hn−1(D ∩ S(0, t))
= ∞ . (4.3.31)

Пусть f1(x) – субрешение, а f2(x) – суперрешение уравнения минималь-
ной поверхности (4.3.29). Предположим, что разность f1(x) − f2(x)
ограничена сверху в D и

lim sup
x→x0

(f1(x)− f2(x)) ≤ c при всех x0 ∈ ∂D . (4.3.32)

Тогда f1(x)− f2(x) ≤ c всюду в D.

Доказательство. Так как f1(x) есть субрешение, а f2(x) – суперреше-
ние уравнения (4.3.29), то

L[f1 − f2] =
n∑
i=1

∂

∂xi

(
f ′1xi√

1 + |∇f1|2
−

f ′2xi√
1 + |∇f2|2

)
≥ 0

(в слабом смысле).
Данному неравенству можно придать точное содержание, если поло-

жить

Ai(x, ξ) =
f ′1xi√

1 + |∇f1|2
−

f ′2xi√
1 + |∇f2|2

− (f1 − f2)
′
xi

+ ξi

при ξi = (f1 − f2)
′
xi

и Ai(x, ξ) = ξi при ξi 6= (f1 − f2)
′
xi

(i = 1, 2, . . . , n) и
определить оператор L соотношением

L[u] =
n∑
i=1

d

dxi
Ai(x,∇u) .

Функции Ai(x, ξ) определены при всех x ∈ D и ξ ∈ Rn и измери-
мы. Разность f1(x)− f2(x) является ограниченным сверху субрешением
уравнения L [u(x)] = 0. Пользуясь леммой 4.3.2, заключаем о принад-
лежности оператора L классу A(2).

Предположение (4.3.31) влечет выполнение условия (1.2.1) при k(x) ≡
1, p = 2 и h(x) = |x|. Тем самым, граничное множество области D,
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описываемое цепью подмножеств {Um},

Um = {x ∈ D : |x| > m} (m = 1, 2, . . .) ,

имеет 2-параболический тип.
На основании теоремы 4.3.4 приходим к нужному заключению и тео-

рема доказана. �

Следствие 4.3.5 Пусть D – неограниченная область в Rn, удовлетво-
ряющая условию (4.3.31). Предположим, что разность f1(x)−f2(x) ре-
шений уравнения минимальной поверхности (4.3.29) ограничена в D и

lim sup
x→x0

(f1(x)− f2(x)) = 0 при всех x0 ∈ ∂D .

Тогда f1(x) = f2(x) всюду в D.

Замечание 4.3.2 В двумерном случае условие (4.3.31) выполняется для
любой неограниченной области и последнее утверждение дает (в опреде-
ленном смысле) полное решение вопроса о единственности решения зада-
чи Дирихле для уравнения минимальной поверхности в неограниченных
областях. Данная задача была поставлена И.С.С. Ниче [92, стр. 89]. Для
внешности круга в R2 аналогичный результат содержится в [93] и, как
там отмечается, принадлежит Р. Финну.

В общем случае данное утверждение получено В.М. Миклюковым [78]
и впоследствии неоднократно передоказывалось (см. [178], [179], [140],
[224]).

В многомерном случае вопрос о единственности решений задачи Ди-
рихле для уравнения (4.3.29) в неограниченных областях, не удовлетво-
ряющих предположению (4.3.31), остается открытым.

Отметим вопрос, касающийся также и двумерного случая. Если об-
ласть D ⊂ R2 лежит в угле раствора меньше π и решение f(x) уравне-
ния (4.3.29) ограничено вблизи ∂D, то f(x) ограничено во всей области
D. Для каких еще областей верно данное утверждение, не ясно.

Другие применения теоремы 4.3.4 будут связаны с использованием
метрик, отличных от евклидовой. Пусть Ai(ξ) (i = 1, 2, . . . , n) – дважды
непрерывно дифференцируемые функции переменной ξ ∈ Rn. Положим
aij = ∂Ai/ ∂ξj (i, j = 1, 2, . . . , n). Пусть aij = aji и det (aij) > 0 при всех
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ξ ∈ Rn. Предположим, что существует непрерывно дифференцируемая
функция θ(τ), суммируемая по R1, обладающая свойствами

θ(τ) > 0 , θ(−τ) = θ(τ) , θ′(τ) ≤ 0 ∀τ ≥ 0 ,

и такая, что при любых ξ, η ∈ Rn выполнено
n∑

i,j=1

aij(ξ) ηiηj ≤ q θ(|ξ|)
√

1 + |ξ|2
n∑

ij=1

(
δij −

ξiξj
1 + |ξ|2

)
ηiηj , (4.3.33)

где 0 < q <∞ – постоянная.
Рассмотрим уравнение

L [f(x)] =
n∑
i=1

∂

∂xi
Ai(∇f) = 0 (4.3.34)

и предположим, что оператор L удовлетворяет условиям (1.3.1), (1.3.2)
с некоторыми постоянными ν1 и ν2.

Теорема 4.3.7 Пусть D – неограниченная область в Rn, удовлетворя-
ющая условию (1.3.24). Пусть f(x) – трижды непрерывно дифферен-
цируемое решение уравнения (4.3.34) в области D. Предположим, что
для производной f ′xk

(x) выполнено

lim sup
x→x0

f ′xk
(x) ≤ c при всех x0 ∈ ∂D . (4.3.35)

Тогда f ′xk
(x) ≤ c всюду в D.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай k = 1. Дифференци-
руя (4.3.34) по переменной x1, приходим к соотношению

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(∇f)

∂2f

∂x1 ∂xj

)
= 0 .

Введем вспомогательную функцию

u(x) =

f ′x1
(x)∫

−∞

θ(τ) dτ . (4.3.36)
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Тогда
∂2f

∂x1∂xj
=

1

θ(f ′x1
)

∂u

∂xj
,

и мы получаем
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
1

θ(f ′x1
)
aij(∇f)

∂u

∂xj

)
= 0 .

Данное соотношение будем рассматривать как уравнение относитель-
но функции u(x). С этой целью положим

ãij(x) =
1

θ(f ′x1
)
aij(∇f) .

Тогда имеем

L [u(x)]
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
ãij(x)

∂u

∂xj

)
= 0 . (4.3.37)

Пусть F – поверхность, заданная над областью D уравнением xn+1 =
f(x). Пользуясь теоремой 4.3.4 и учитывая условие, наложенное на об-
ласть D, мы можем заключить, что цепь {Um}, Um = {x ∈ D : |x| > m},
имеет 2-емкость 0 в метрике dsF .

Так как функция θ(τ) суммируема по R1, то из (4.3.36) следует, что
функция u(x) ограничена в D. Требование (4.3.35) для производной
f ′x1

(x) влечет выполнение свойства

lim sup
x→x0

u(x) ≤
∫
−∞

θ(τ) dτ при всех x0 ∈ ∂D .

Если мы покажем, что оператор L, определенный соотношением (4.3.37),
удовлетворяет условияю (4.3.5) в метрике поверхности F , то на основа-
нии теоремы 4.3.4 мы сможем заключить, что

u(x) ≤
∫
−∞

θ(τ) dτ

при всех x ∈ D. Тем самым будет показано, что f ′x1
≤ c всюду в области

D.
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Таким образом, для доказательства теоремы достаточно проверить
выполнение неравенства (4.3.5) для оператора L, т.е. нам достаточно до-
казать существование постоянной 0 < q̃ <∞ такой, что при всех ξ ∈ Rn

выполнено
n∑

i,j=1

ξiξj

n∑
p,q=1

gpqãpiãqj ≤ q̃
√
g

n∑
i,j=1

ãij ξiξj . (4.3.38)

Обозначим через ã матрицу с коэффициентами ãij, через G – матрицу
с коэффициентами gij (i, j = 1, 2, . . . , n). Так как определитель матрицы
(aij) отличен от нуля, то это же свойство имеет место и для матрицы ã.

Легко видеть, что матрица коэффициентов квадратичной формы, сто-
ящей в левой части (4.3.38), имеет вид ãT G ã. Определим максимальное
собственное значение λmax регулярного пучка квадратичных форм

n∑
i,j=1

(
n∑

p,q=1

gpqãpi ãqj

)
ξiξj − λ

√
g

n∑
i,j=1

ãij ξiξj .

В силу известных свойств квадратичных форм, величина λmax есть наи-
больший из корней уравнения

det (ãGã− λ
√
g ã) = 0 .

Поскольку матрица G ã невырождена, данное уравнение эквивалентно
уравнению

det (ã− λ
√
g G−1) = 0 .

Отсюда

λmax = max
ξ

∑n
i,j=1 aij(∇f) ξiξj

θ(f ′x1
)
√
g
∑n

i,j=1

(
δij − f ′xi

f ′xj

/
(1 + |∇f |2)

)
ξiξj

.

Функция θ(τ) монотонно убывает с ростом |τ |, и потому

θ(f ′x1
) ≥ θ(|∇f |) .

Тем самым мы получаем

λmax ≤
∑n

i,j=1 aij(∇f) ξiξj

θ(|∇f |)√g
∑n

i,j=1

(
δij − f ′xi

f ′xj

/
(1 + |∇f |2)

)
ξiξj

≤ q ,
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где q – постоянная из неравенства (4.3.33), что доказывает (4.3.38) и
теорему. �

В случае минимальных поверхностей имеем

Следствие 4.3.6 Пусть D – неограниченная область в Rn, удовлетво-
ряющая условию (1.3.24). Если f(x) – решение уравнения минимальных
поверхностей (4.3.29) в D и производная f ′xk

удовлетворяет (4.3.35) на
границе ∂D, то всюду в D выполнено f ′xk

(x) ≤ c.

Доказательство. Достаточно проверить справедливость неравенства
(4.3.33). Имеем

Ai(ξ) =
ξi√

1 + |ξ|2
и

aij(ξ) =
1√

1 + |ξ|2

(
δij −

ξiξj
1 + |ξ|2

)
(i, j = 1, . . . , n) .

Отсюда находим
n∑

i,j=1

aij(ξ) ηiηj =
1√

1 + |ξ|2

n∑
i,j=1

(
δij −

ξiξj
1 + |ξ|2

)
ηiηj ,

и неравенство (4.3.33) действительно имеет место для функции θ(τ) =
(1 + τ 2)−1 с постоянной q = 1. �

Замечание 4.3.3 Следует подчеркнуть, что в условиях теоремы 4.3.7 и
следствия 4.3.6 не предполагается априорная ограниченность производ-
ной f ′xk

в области D. Этот эффект есть проявление специфики уравнения
минимальных поверхностей и ему аналогичных.

Для самих решений уравнения минимальной поверхности подобное
свойство, вообще говоря, не имеет места. Простейший пример такого
рода дает линейная функция x3 = c x1, заданная над полуплоскостью
x1 > 0 из R2. Заметим, однако, что такое свойство все же может иметь
место и для самих решений x3 = f(x1, x2), но при условии, что решение
определено над неограниченной областью D ⊂ R2, достаточно ”узкой”
в окрестности бесконечно удаленной точки R2 (см. В.М. Миклюков [84,
глава 9]).
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В случае n = 2 теорема 4.3.7 при несколько более жестких ограниче-
ниях была опубликована в [71], при n > 2 — в [78].

Условия (1.3.1), (1.3.2) и (4.3.33), накладываемые на уравнение (4.3.34),
восходят к Р. Финну [152], описавшему уравнения, решения которых
имеют графики с квазиконформным гауссовым отображением. Неравен-
ство (4.3.33) представляет собой многомерный аналог условия принад-
лежности уравнения классу E1(ε) Р. Финна [152], неравенства (1.3.1) и
(1.3.2) являются усиленными вариантами условий принадлежности клас-
сам E2(ε) и E3(ε) из работы [152].

Доказательство описанных результатов при более слабых ограничени-
ях на уравнения и на неограниченные области, в которых они заданы,
представляет, на наш взгдяд, весьма важную и интересную проблему.

Наконец, еще одно из приложений теоремы 4.3.4 мы свяжем с уравне-
нием максимальных поверхностей в пространстве Минковского

n∑
i=1

∂

∂xi

(
f ′xi√

1− |∇f |2

)
= 0 . (4.3.39)

При этом предполагается, что |∇f | < 1 всюду в области определения
решения f(x). Детали см. в [46, раздел 1.5.3].

Уравнение (4.3.39) есть частный случай рассмотренного выше уравне-
ния (1.3.39) при равенстве нулю средней кривизны H.

Теорема 4.3.8 Пусть D ⊂ R2 – неограниченная односвязная область,
удовлетворяющая условию (1.3.31), и пусть f(x) – ограниченное свер-
ху решение уравнения (4.3.39) класса C2(D). Если для всех x0 ∈ ∂D
выполнено

lim sup
x→x0
x∈D

f(x) ≤ c , c = const ,

то f(x) ≤ c всюду в D.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию

u(x) =

x∫
x0

−
f ′x2√

1− |∇f |2
dx1 +

f ′x1√
1− |∇f |2

dx2 ,



4.3. УРАВНЕНИЯ ТИПА МИНИМАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 277

где x0 ∈ D – произвольно фиксированная точка и интегрирование произ-
водится вдоль произвольных дуг, соединяющих в D точки x0 и x. Урав-
нение (4.3.39) и односвязность D гарантируют однозначность функции
u(x).

Далее находим

u′x1
= −

f ′x2√
1− |∇f |2

, u′x2
=

f ′x1√
1− |∇f |2

,

откуда

f ′x1
=

u′x2√
1 + |∇u|2

, f ′x2
= −

u′x1√
1 + |∇u|2

и равенство смешанных производных функции f(x) приводит к уравне-
нию (4.3.29) для функции u(x).

Рассмотрим дифференциальный оператор

L =
2∑

i,j=1

∂

∂xi

[
aij(x)

∂

∂xj

]
с коэффициентами aij (i, j = 1, 2), выражающимися по формулам

a11 =
1− f ′2x2√
1− |∇f |2

, a12 = a21 =
f ′x1
f ′x2√

1− |∇f |2
, a22 =

1− f ′2x1√
1− |∇f |2

.

Пусть F – поверхность, заданная над областью D уравнением x3 =
u(x1, x2). Так как u(x) есть решение уравнения минимальной поверхно-
сти (4.3.29), то пользуясь теоремой 1.3.4, можно заключить, что цепь
{Um}, Um = {x ∈ D : |x| > m}, имеет 2-емкость нуль в метрике поверх-
ности F .

Заметим теперь, что L[f(x)] = 0. Для доказательства утверждения
нам достаточно установить, что оператор L принадлежит классу A(2) в
метрике ds2

F . Мы имеем

√
g EF (ξ) =

1 + u′2x2√
1 + |∇u|2

ξ2
1 − 2

u′x1
u′x2√

1 + |∇u|2
ξ1ξ2 +

1 + u′2x1√
1 + |∇u|2

ξ2
2 =

=
1− f ′2x2√
1− |∇f |2

ξ2
1 + 2

f ′x1
f ′x2√

1− |∇f |2
ξ1ξ2 +

1− f ′2x1√
1− |∇f |2

ξ2
2 .
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Таким образом,
√
g EF (ξ) =

2∑
i,j=1

aij(x) ξiξj .

Пользуясь положительной определенностью матрицы (aij), приходим к
неравенству(

2∑
i,j=1

aij ξiηj

)2

≤

(
2∑

i,j=1

aij ξiξj

) (
2∑

i,j=1

aij ηiηj

)
=

=
√
g EF (ξ)

2∑
i,j=1

aij ηiηj ,

справедливому при всех ξ, η ∈ R2, и неравенство (4.3.5) доказано. �

4.3.5 Теорема Берса

Пусть D ⊂ R2 и F = (D, ds2
F ) – поверхность. Пусть L – дифферен-

циальный оператор, определенный соотношением (4.3.34). В настоящем
разделе мы будем предполагать, что для оператора L при всех x ∈ D и
ξ ∈ R2 выполнено

ν1
√
g(x) EF (ξ) ≤

2∑
i=1

ξiAi(x, ξ) (4.3.40)

и
2∑

i,j=1

gij(x)Ai(x, ξ)Aj(x, ξ) ≤ ν2 g(x) EF (ξ) , (4.3.41)

где ν1, ν2 > 0 – некоторые постоянные. Пользуясь неравенством (4.3.5),
несложно показать, что условия (4.3.40) и (4.3.41) влекут принадлеж-
ность L классу A(2) в метрике поверхности F (с постоянной q = ν2/ν1).

Чтобы не усложнять черезмерно построения будем предполагать здесь
коэффициенты gij(x) (i, j = 1, 2) метрики ds2

F имеющими производные,
непрерывные по Гельдеру локально в D, а под решениями уравнения
L [f(x)] = 0 понимать C2-решения.
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Лемма 4.3.3 Пусть x3 = f(x1, x2) – решение в области D уравнения
L [f(x)] = 0, где L – оператор, удовлетворяющий (4.3.40) и (4.3.41).
Тогда для произвольной ограниченной подобласти ∆ ⊂⊂ D выполнено∫

∆

EF (∇f)
√
g(x) dx ≤ 4M 2 ν cap2,F (∆, ∂D;D) , (4.3.42)

где
M = sup

D
|f(x)| , ν =

ν2

ν1
.

Доказательство. Пусть ϕ(x) – функция класса Lip0(D), обращающая-
ся в 1 на ∆. Пользуясь формулой Грина, имеем∫

D

2∑
i=1

(fϕ2)′xi
Ai(x,∇f) dx = −

∫
D

f ϕ2L[f(x)] dx = 0 .

Отсюда получаем∫
D

ϕ2
2∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx ≤ 2M

∫
D

|ϕ|

∣∣∣∣∣
2∑
i=1

ϕxi
Ai(x,∇f)

∣∣∣∣∣ dx . (4.3.43)

Так как оператор L принадлежит классу A(2) в метрике ds2
F , то∣∣∣∣∣

2∑
i=1

ϕxi
Ai(x,∇f)

∣∣∣∣∣
2

≤ q
√
g EF (∇ϕ)

2∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) .

Поэтому из (4.3.43) следует, что∫
D

ϕ2
2∑
i=1

fxi
Ai(x,∇f) dx ≤ (4.3.44)

≤ 2M
√
q

∫
D

|ϕ|√gE1/2
F (∇ϕ)

(
2∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f)

)1/2

dx .
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Воспользуемся интегральным неравенством Коши∫
D

|ϕ|√gE1/2
F (∇ϕ)

(
2∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f)

)1/2

dx ≤

≤

∫
D

EF (∇ϕ)
√
g dx

1/2∫
D

ϕ2
2∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx

1/2

.

Таким образом, неравенство (4.3.44) влечет∫
D

ϕ2
2∑
i=1

fxi
Ai(x,∇f) dx ≤ 4M 2ν

∫
D

EF (∇ϕ)
√
g(x) dx .

Учитывая, что ϕ ≡ 1 на ∆, а также условие (4.3.40) на L, находим∫
∆

EF (∇f)
√
g(x) dx ≤ 4M 2ν

∫
D

EF (∇ϕ)
√
g(x) dx . (4.3.45)

Зададим ограниченную область D′ такую, что ∆ ⊂ D′, D′ ⊂ D. Вы-
бирая функцию ϕ(x) так, чтобы suppϕ(x) ⊂ D′, и минимизируя правую
часть (4.3.45) по всем ϕ(x) указанного вида, приходим к оценке∫

∆

EF (∇f)
√
g(x) dx ≤ 4M 2ν cap2,F (∆, D \D′;D) .

Произвол в выборе подобласти D′ влечет справедливость (4.3.42). �
Нам потребуется следующий, емкостной вариант принципа длины и

площади (см. выше, раздел 3.2.2).

Лемма 4.3.4 Пусть ∆ – ограниченная подобласть области D, ∆ ⊂ D,
и пусть x3 = f(x1, x2) – функция класса Liploc(D\∆). Тогда существует
простая жорданова кривая γ ⊂ D \∆, разделяющая ∂∆ и ∂D и такая,
что

osc2{f, γ} ≤ 2 capF,2(∆, ∂D;D)

∫
D\∆

EF (∇f)
√
g(x) dx , (4.3.46)
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где символом osc{f, γ} обозначено колебание функции f на γ.

Доказательство см. в [108, стр. 252 – 257] либо, для случая финслеро-
вой метрики, — в [84, теорема 1.9.1].

Пусть D – внешность круга радиуса r0, 0 < r0 < ∞, в R2 и пусть
F = (D, ds2

F ) – поверхность. Обозначим через Um множество {x ∈ D :
|x| > m} (m = 1, 2, . . .) и рассмотрим цепь {Um}.

Теорема 4.3.9 Пусть L – оператор, удовлетворяющий предположени-
ям (4.3.40) и (4.3.41) в метрике ds2

F , и пусть x3 = f(x1, x2) – решение
уравнения L [f(x)] = 0 в области D.

Если поверхность F такова, что capF,2{Um} = 0, и решение f(x)
ограничено, то f(x) имеет предел при |x| → ∞.

Доказательство. Зададим постоянные r0 < r1 < r2 < r3 < r4 < ∞ и
обозначим через ∆ij круговое кольцо ri < |x| < rj (i < j). На основании
леммы 4.3.3 имеем∫

∆ij

EF (∇f)
√
g(x) dx ≤ c̃ capF,2

(
∆23, D \∆14;D

)
,

где c̃ – некоторая постоянная.
Несложно видеть, что

capF,2
(
∆23, D \∆14;D

)
≤ capF,2

(
∆03, D \∆02;D

)
+

+capF,2
(
∆03, D \∆04;D

)
.

Так как
capF,2{Um} = 0 ,

то
lim
r4→∞

capF,2
(
∆03, D \∆04;D

)
= 0 ,

а потому ∫
∆23

EF (∇f)
√
g(x) ≤ c̃ capF,2

(
∆01, D \∆02;D

)
. (4.3.47)
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По лемме 4.3.4 найдется кривая γ, разделяющая граничные компонен-
ты кольца ∆23, для которой

osc2{f, γ} ≤ 2 capF,2(∆02, D \∆03;D)

∫
∆23

EF (∇f)
√
g(x) dx .

Отсюда, в силу (4.3.47), получаем

osc2{f, γ} ≤ 2c̃ capF,2(∆02, D \∆03;D) capF,2(∆01, D \∆02;D) .

Правая часть неравенства стремится к 0 при r3 →∞. Поэтому найдет-
ся последовательность простых жордановых кривых {γl} (l = 1, 2, . . .),
отделяющих круг |x| < r2 от ∞, вдоль которой

lim
l→∞

osc {f, γl} = 0 .

Пусть Dl (l = 1, 2, . . .) – неограниченные компоненты связности мно-
жеств D \γl. Так как решение f(x) ограничено в Dl, то согласно теореме
4.3.4 будем иметь

osc {f,Dl} ≤ osc {f, γl} .
Тем самым

lim
l→∞

osc {f,Dl} = 0 ,

и теорема доказана. �

Отметим специальный случай теоремы 4.3.9, в котором метрика ds2
F

евклидова, а оператор L удовлетворяет условиям (2.2.15), (2.2.16) с p = 2.

Следствие 4.3.7 Если x3 = f(x1, x2) – ограниченное в области D =
{|x| ≤ r0} решение уравнения L [f(x)] = 0, то f(x) имеет предел при
|x| → ∞.

Рассмотрим класс дифференциальных операторов L, подчиненных
требованиям

ν1
|ξ|2√

1 + |ξ|2
≤

2∑
i=1

ξiAi(x, ξ) , (4.3.48)

|A(x, ξ)| ≤ ν2
|ξ|√

1 + |ξ|2
, (4.3.49)
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где ν1, ν2 > 0 – постоянные.
При данных условиях на L справедлива

Теорема 4.3.10 Пусть x3 = f(x1, x2) – ограниченное в области D =
{|x| > r0} решение уравнения L[f(x)] = 0. Тогда f(x) имеет предел при
|x| → ∞.

Доказательство. Обозначим через F поверхность, задаваемую над об-
ластью D уравнением x3 = f(x1, x2). Условия (4.3.48), (4.3.49) на L
влекут выполнение неравенства (4.3.5) и, далее, по теореме 1.3.4 имеем
capF,2{Um} = 0.

Таким образом, достаточно показать, что требования (4.3.48), (4.3.49)
обеспечивают выполнение условий (4.3.40), (4.3.41) в метрике поверх-
ности F . В действительности мы покажем, что (4.3.40), (4.3.41) имеют
место на решении f(x) уравнения L [f(x)] = 0, то есть при ξ = ∇f .
Этого, очевидно, будет достаточно.

Пользуясь соотношениями (4.3.26), будем иметь√
g(x)EF (∇f) =

√
1 + |∇f |2

2∑
i,j=1

gij f ′xi
f ′xj

= (4.3.50)

=
√

1 + |∇f |2
2∑

i,j=1

(
δij −

f ′xi
f ′xj

1 + |∇f |2

)
f ′xi
f ′xj

=
|∇f |2√

1 + |∇f |2
.

Тем самым, из условия (4.3.48) следует (4.3.40).
Чтобы проверить (4.3.41), запишем

2∑
i,j=1

gijAi(x,∇f)Aj(x,∇f) =
2∑

i,j=1

(δij + f ′xi
f ′xj

)Ai(x,∇f)Aj(x,∇f) =

= |A(x,∇f)|2 +

(
2∑
i=1

f ′xi
Ai(x,∇f)

)2

.

Отсюда, на основании (4.3.49) и (4.3.50), получаем
2∑

i,j=1

gij(x)Ai(x,∇f)Aj(x,∇f) ≤ (1 + |∇f |2) |A(x,∇f)|2 ≤
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≤ ν2
2 |∇f |2 = ν2

2 g(x) EF (∇f) ,

что доказывает (4.3.41). Теорема доказана. �
Докажем утверждение, обобщающее известную теорему Л. Берса о

существовании предела в бесконечно удаленной точке градиента реше-
ния уравнения минимальной поверхности, определенного над внешно-
стью круга в R2. Пусть D = {|x| > r0} – как и выше, и пусть Ai(ξ)
(i = 1, 2) – дважды непрерывно дифференцируемые функции, опреде-
ленные при всех ξ ∈ R2 и подчиненные условиям (4.3.48), (4.3.49). Обо-
значим через aij(ξ) = ∂Ai/ ∂ξi (i, j = 1, 2) и предположим, что матрица
(aij) удовлетворяет (4.3.12) с абсолютной постоянной c > 1, причем знак
равенства в (4.3.12) не достигается ни при каких конечных значениях
ξ. Предположим также, что существует непрерывно дифференцируемая
функция θ(τ), суммируемая по R1 и обладающая свойствами:

θ(τ) > 0 , θ(−τ) = θ(τ) , θ′(τ) ≤ 0 ∀ t ≥ 0 ,

для которой при любых ξ ∈ R2 выполнено

(1 + ξ2
1) a11 + ξ1ξ2 (a12 + a21) + (1 + ξ2

2) ≤ q θ(|ξ|)
√

1 + |ξ|2 , (4.3.51)
где 0 < q <∞ – постоянная.

При перечисленных условиях справедлива

Теорема 4.3.11 Всякое, трижды непрерывно дифференцируемое в об-
ласти D = {|x| > r0} решение уравнения

2∑
i=1

∂

∂xi
Ai(∇f) = 0 (4.3.52)

имеет конечный предел градиента ∇f(x) при |x| → ∞.

Доказательство. Рассуждая как при доказательстве теоремы 4.3.3 и
пользуясь теоремой 1.3.4, устанавливаем ограниченность производных
f ′x1

, f ′x2
во внешности круга D1 = {|x| > r1}, где r1 > r0.

Покажем, что производные f ′x1
, f ′x2

имеют предел при |x| → ∞. Поло-
жим u(x) = f ′x1

(x). Дифференцируя (4.3.52) по переменной x1, получаем

L[u(x)] =
2∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(∇f)

∂u

∂xj

)
= 0 . (4.3.53)
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Так как неравенство (4.3.12) выполняется в указанном выше строгом
смысле и производные f ′xi

(i = 1, 2) ограничены в области D1, то суще-
ствует постоянная δ(D1) такая, что всюду в D1 выполнено

4 a11a22 − (a12 + a21)
2 ≥ δ(D1) > 0 . (4.3.54)

Кроме того из неравенства (4.3.51) вытекает, что

(1 + f ′2x1
) a11 + f ′x1

f ′x2
(a12 + a21) + (1 + f ′2x2

) a22 ≤ q1
√

1 + |∇f |2 , (4.3.55)

где
q1 = q max

τ∈R1
θ(τ) .

Наличие свойств (4.3.54), (4.3.55) гарантирует, что оператор L, опре-
деляемый соотношением (4.3.53), удовлетворяет в области D1 условиям
следствия 4.3.7. Учитывая ограниченность u(x), получаем нужное. Тео-
рема доказана. �

Предположениям теоремы 4.3.11 удовлетворяет, в частности, уравне-
ние минимальной поверхности. Поэтому справедливо

Следствие 4.3.8 Всякое решение f(x) уравнения минимальной поверх-
ности, заданное в некоторой окрестности бесконечно удаленной точки
R2, имеет конечный предел градиента ∇f(x) при |x| → ∞.

Данное высказывание принадлежит Л. Берсу [126]. Аналогичный ре-
зультат для экстремалей функционалов вида∫

F (f ′x1
, f ′x2

) dx ,

где функция F подчинена некоторым специальных ограничениям, при-
надлежит Х. Дженкинсу [184]. В более общей ситуации — Л. Саймону
[232], [233]. Относительно многомерных вариантов теоремы Л. Берса
см. [102].
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4.4 Минимальные трубки и ленты

Ниже рассматриваются двумерные минимальные трубки и ленты в Rn.
При изложении результатов мы следуем, в основном, [70] и [76], [89].

4.4.1 Погружения

Условимся в обозначениях. Пусть M – p-мерное связное ориентируемое
многообразие класса C3 с краем либо без края. Рассмотрим поверхность
M = (M,u), заданную C3-погружением u : M → Rn, где 2 ≤ p ≤ n− 1.

Стандартная метрика на Rn индуцирует на поверхности M риманову
метрику. В дальнейшемM рассматривается как риманово многообразие,
наделенное этой метрикой.

Обозначим через T (M) и N(M) – касательное и нормальное расслое-
ния надM, через Tm = Tm(M) иNm = Nm(M) – касательное и нормаль-
ное пространства в точке u(m). Для пары векторов x, y ∈ Tm символом
〈x, y〉 обозначается их скалярное произведение. Через ∇ и ∇ обознача-
ем связности в Rn и T (M) (либо N(M)) соответственно. При этом для
любых сечений X, Y расслоения T (M) и сечения ξ расслоения N(M)
справедливы тождества

∇XY = (∇XY )T , ∇Xξ = (∇Xξ)
N , (4.4.1)

где символом (v)T (или (v)N) условимся обозначать ортогональную про-
екцию вектора v ∈ Rn на касательное (нормальное) пространство в со-
ответствующей точке.

Вторая квадратичная форма B поверхности M определяется как би-
линейное симметрическое отображение из Tm в Nm, двойственное к го-
меоморфизму Вейнгартена Aξ касательного пространства Tm(M) на се-
бя. При этом

Aξ(X) = −(∇Xξ)
T

и
〈B(X, Y ), ξ〉 = 〈Aξ(X), Y 〉

для любых ξ ∈ N(M) , X, Y ∈ T (M) (см., например, [103]).
Так как B – билинейная форма на касательных пространствах Tm(M)

со значениями в Nm(M) и на Tm(M) задано скалярное произведение, то
можно определить след формы B. Получится сечение расслоенияN(M),
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которое будем обозначать через H. Сечение H называется средней кри-
визной (или вектором средней кривизны) вложенного многообразия M.
Если

e1, e2, . . . , ep
– ортонормированный базис в Tm(M), то

N =

p∑
i=1

B(ei, ei) (4.4.2)

(см. [47, §5, гл. VII], [103]).
Напомним, что поверхность M = (M,u) является минимальной, если

ее средняя кривизна H тождественно обращается в нуль.
Имеет место следующее общее утверждение, описывающее поверхно-

сти в Rn с заданным вектором средней кривизны H.

Лемма 4.4.1 Пусть E1, . . . , Ep – ортонормированный базис в Tm(M)
и пусть ξ и Y – произвольные сечения расслоений N(M) и T (M) со-
ответственно. Тогда

div (AξY ) =
p∑
i=1
〈B(Ei, Y ),∇Ei

Y 〉+

+
p∑
i=1
〈Aξ Ei,∇Ei

Y 〉+ 〈∇YH, ξ〉 .
(4.4.3)

Доказательство. Отметим сначала следующее тождество

∇EA
ξ(E) = ∇YA

ξ(E) + A∇Eξ(Y )− A∇Y ξ(E) + Aξ[E, Y ] , (4.4.4)
где [E, Y ] = ∇EY −∇YE – коммутатор векторных полей E и Y .

Справедливость (4.4.4) вытекает из цепочки равенств

∇E(AξY ) = (∇EA
ξY )T = −(∇E(∇Y ξ)

T )T =

= −(∇E∇Y ξ)
T + (∇E∇Y ξ)

T =

= −(∇Y∇Eξ +∇[E,Y ]ξ)
T − A∇Y ξ(E) =

= −(∇Y (−AξE) +∇Y∇Eξ)
T + Aξ([E, Y ])− A∇Y ξ(E) .
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Пользуясь равенством (4.4.4), находим

divAξ(Y ) =
p∑
i=1
〈Ei,∇Ei

Aξ(Y )〉 =
p∑
i=1
〈Ei,∇Y (AξEi)〉+

+
p∑
i=1
〈Ei, A

∇Ei
ξY 〉 −

p∑
i=1
〈Ei, A

∇Y ξ(Ei)〉+

+
p∑
i=1
〈Ei, A

ξ[Ei, Y ]〉 ≡ Σ1 + Σ2 − Σ3 + Σ4 .

(4.4.5)

Найдем Σ2 и Σ3. Мы имеем

Σ2 =
p∑
i=1
〈B(Ei, Y ),∇Ei

ξ〉 ,

Σ3 =
p∑
i=1
〈B(Ei, Ei),∇Y ξ〉 = 〈traceB,∇Y ξ〉 = 〈H,∇Y ξ〉 .

Пусть A – сечение расслоения, слои которого в каждой точке M сов-
падают с пространствами симметрических гомоморфизмов Tm(M) →
Tm(M). Для всякого ортонормированного базиса E1, E2, . . ., Ep про-
странства Tm(M) и всякого вектора Y ∈ Tm(M) выполнено

p∑
i=1

〈A(Ei),∇YEi〉 = 0 . (4.4.6)

Действительно, достаточно заметить, что сумма в (4.4.6) не зависит
от выбора базиса E1, E2, . . ., Ep, поскольку в специальном базисе, со-
стоящем из собственных полей сечения A (его локальное существование
есть следствие симметричности A) эта сумма принимает вид

p∑
i=1

〈AEi,∇YEi〉 =

p∑
i=1

λi 〈Ei,∇YEi〉 = 0 .

Рассмотрим теперь произвольный базис F1, F2, . . . , Fp. Пусть

Fj =

p∑
i=1

αjiEi ,

p∑
i=1

αji αki = δjk .
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Тогда
p∑
j=1
〈AFj,∇YFj〉 =

p∑
j=1

p∑
i,k=1

〈AEi, Ek∇Y αjk + αjk∇YEk〉αji =

=
p∑
i=1
〈AEi,∇YEi〉+

p∑
i,k=1

(
〈AEi, Ek〉

p∑
j=1

αji∇Y αjk

)
=

=
p∑

i,k=1

(
〈AEi, Ek〉

p∑
j=1

αji∇Y αjk

)
.

Ввиду симметричности 〈AEi, Ek〉 и кососимметричности выражения
p∑
j=1

αji∇Y αjk

по индексам i и k, последнее слагаемое также обращается в нуль.
Используя равенство (4.4.6), теперь легко вычисляем Σ1 и Σ4:

Σ1 =
p∑
i=1
〈Ei,∇Y (AξEi)〉 = −

p∑
i=1
〈AξEi,∇YEi〉+

+
p∑
i=1
∇Y 〈AξEi, Ei〉 = ∇Y (traceAξ) = ∇Y 〈H, ξ〉 ;

Σ4 =
p∑
i=1
〈Ei, A

ξ([Ei, Y ])〉 =
p∑
i=1
〈AξEi,∇Ei

Y −∇YEi〉 =

=
p∑
i=1
〈AξEi,∇Ei

Y 〉 .

Подставляя найденные выражения для сумм Σi в равенство (4.4.5),
приходим к нужному соотношению (4.4.3). �
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Лемма 4.4.2 Если M = (M,u) – p-мерная C3-поверхность, погружен-
ная в Rn, то для любого вектора e ∈ Rn выполнено

∆f(m) = n 〈H, e〉 , f(m) = 〈u(m), e〉 .
В частности, если поверхность M минимальна, то f есть гармони-
ческая на M функция.

Доказательство см. [47, т. II, стр. 308 – 309].

4.4.2 Трубки в полупространстве

Пусть M – многообразие без края и M = (M,u) – поверхность. Всюду
ниже предполагается, что погружение u собственно, то есть прообразом
всякого компактного множества F ⊂ Rn является компактное множество
в M .

Будем говорить, что поверхность M = (M,u) трубчата, если суще-
ствует вектор e0 ∈ Rn и два числа −∞ ≤ a < b ≤ +∞ такие, что
для всякой гиперплоскости Πt = {x ∈ Rn : 〈x, e0〉 = t}, ортогональ-
ной e0, сечение u(M) ∩ Πt 6= ∅ при любом t ∈ (a, b) и всякая ее порция
M(t1, t2), заключенная между двумя гиперплоскостями Πt1 и Πt2 при
a < t1 < t2 < b является компактом. В этом случае интервал (a, b)
будем называть проекцией поверхности M = (M,u), а конечную либо
бесконечную разность (b− a) — длиной проекции.

Будем говорить, что поверхностьM = (M,u) трубчата в целом, если
она является трубчатой с проекцией (−∞,+∞).

Простейший пример трубчатой в целом минимальной поверхности в
R3 дает катеноид. Многочисленные примеры двумерных погруженных
трубчатых минимальных поверхностей в Rn легко строятся исходя из
представления для таких поверхностей, данного в [218].

В формулируемой ниже теореме предполагается, что codimM > 1.
Случай трубчатых минимальных поверхностей коразмерности 1 явля-
ется особым и рассмотрен в [46, раздел 2.1]. Трубчатые минимальные
поверхности с нетривиальными группами симметрий изучались А.Т. Фо-
менко [112] – [113].

Имеет место

Теорема 4.4.1 Пусть M = (M,u) – двумерная трубчатая в целом
минимальная поверхность в Rn. Если существует гиперплоскость Π,
не пересекающая u(M), то множество u(M) лежит в некоторой ги-
перплоскости Π1, параллельной Π.
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Часть доказательства целесообразно провести в несколько более об-
щем виде, нежели это требуется условиями. Дадим сначала нужное опре-
деление [74].

Рассмотрим многообразие M с краем ∂M 6= ∅ и назовем поверхность
M лентой с проекцией (a, b), если существует вектор e0 ∈ Rn такой, что

(i) всякое сечение u(M)∩Πt = Σe0(t) непусто при t ∈ (a, b) и содержит
точки края u(∂M);

(ii) всякая порция u(M), заключенная между двумя гиперплоскостя-
ми Πt1 и Πt2, где a < t1 < t2 < b, является компактным множеством вM;

(iii) всюду на крае ∂M выполнено 〈ν, e0〉 = 0, где ν – внутренняя
нормаль на M к границе ∂M, или, что то же самое, ∇νf = 0 всюду на
∂M, для f = 〈u, e0〉.

Комментарии. Простой пример двумерной минимальной ленты с
проекцией (−∞,+∞) (как и в случае трубчатых поверхностей такие
ленты мы будем называть лентами ”в целом”) доставляет часть гели-
коида, высекаемая соосным с ней цилиндром конечного радиуса. Легко
видеть, что множество

x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ {Rp :

p−1∑
i=1

x2
i ≤ 1 , xp = 0}

является плоской минимальной лентой в целом коразмерности 1 для лю-
бого p ≥ 2. Тем самым, минимальные ленты в целом существуют при
всех размерностях.

Идею рассмотрения минимальных лент мы заимствовали из теории
релятивистской струны (см., например, [8], [19]), в которой минимальные
ленты и трубки (но в пространстве – времени Минковского Rn

1) являются
важнейшим объектом исследования. Изучение подобного объекта в Rn

кажется также перспективным.
Сформулируем аналог теоремы 4.4.1 для минимальных лент ”в целом”,

теперь уже не обязательно двумерных.

Теорема 4.4.2 Пусть M = (M,u) – p-мерная минимальная лента
”в целом”, расположенная в подмножестве x1 ≤ 0 пространства Rn,
2 ≤ p ≤ n − 1. Тогда, если всюду на границе ленты ∂M выполне-
но 〈ν, e1〉 = 0 (где единичный вектор e1 соответствует координате
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x1), то множество u(M) расположено в некоторой гиперплоскости
x1 ≡ const.

Возвращаясь к доказательству теорем 4.4.1 и 4.4.2, заметим, что в си-
лу леммы 4.4.2 функция f = 〈u, e0〉 является специальной функцией
исчерпания минимальной ленты (или трубки) M. Тем самым, согласно
теореме 1.1.1 поверхность M имеет 2-параболический тип.

Поскольку свойство минимальности трубки M = (M,u) инвариантно
относительно группы ортогональных преобразований пространства Rn,
не ограничивая общности, мы можем предполагать, что в обоих случаях
поверхность M расположена в полупространстве x1 ≤ 0.

Функция f1(m) = 〈u, e1〉 гармонична в метрике поверхности M, огра-
ничена сверху на M и (в случае ленты) для ее нормальной производной
всюду на границе ∂M выполнено f1 〈∂f1/∂ν, ν〉 = 0. По теореме 2.3.2
имеем f1 ≡ const и M лежит в гиперплоскости x1 ≡ const. �

Упражнение. Доказать теорему 4.4.2, заменив предположение
〈ν, e1〉 = 0

условием 〈ν, e1〉 ≤ 0.

4.4.3 ”Уплощение” концов

Теоремы 4.4.1 и 4.4.2 представляют собой геометрические интерпретации
теоремы Лиувилля для гармонических функций на трубках и лентах в
целом. Следующие теоремы являются аналогами теоремы об устранимо-
сти изолированной особенности и утверждают, что минимальная трубка
(лента) с проекцией (a,+∞), заключенная между двумя параллельными
гиперплоскостями, должна ”уплощаться” на бесконечности.

Теорема 4.4.3 Если двумерная, двусвязная трубчатая минимальная
поверхность с проекцией (a,+∞) расположена в слое

{x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |x1| ≤ 1} ,
то

lim
t→+∞

osc {x1,Σe0(t)} = 0 .

Доказательство этой теоремы проведем параллельно с доказатель-
ством аналогичного утверждения для минимальных лент, сечения Σe0(t)
которых являются связными кривыми.
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Теорема 4.4.4 Если двумерная минимальная лента (указанного вида)
с проекцией (a,+∞) расположена в слое |x1| ≤ 1 и всюду на части ∂M,
не лежащей в Σe0(a), выполнено 〈e1, ν〉 = 0, то колебание координаты
x1 на кривой Σe0(t) стремится к нулю при t→ +∞.

Для доказательства указанных утверждений нам потребуется

Лемма 4.4.3 Предположим, что двумерная трубчатая минимальная
поверхность M = (M,u) в Rn (или лента M = (M,u), не обязательно
двумерная) имеет проекцию (a,+∞) и расположена в слое |x1| ≤ 1.

Тогда
+∞∫
a1

ψ2(t) dt <∞ , (4.4.7)

где
ψ(t) =

∫
Σe0

(t)

|∇f1| dH1

и f1 = 〈x, e1〉, a1 > a – произвольно.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что a1 и b
(a1 < b) суть регулярные значения функции f = 〈u(m), e0〉. Мы имеем∫

M(a1,b)

|∇f1|2 dM =

∫
∂M(a1,b)

f1〈e1, ν〉 dH1 =

=

∫
Σe0

(b)

f1〈e1, ν〉 dH1 −
∫

Σe0
(a)

f1〈e1, ν〉 dH1 +

∫
∂M∩M(a1,b)

f1 〈e1, ν〉 dH1 .

Последний интеграл обращается в нуль в силу предположений, сделан-
ных в условиях теорем 4.4.3 и 4.4.4, и потому∫

M(a1,b)

|∇f1|2 dM =

∫
Σe0

(b)

f1〈e1, ν〉 dH1 +

∫
Σe0

(a1)

f1〈e1, ν〉 dH1 . (4.4.8)
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На основании формулы Кронрода – Федерера и интегрального нера-
венства Коши, будем иметь

∫
M(a1,b)

|∇f1|2 dM =

b∫
a1

dt

∫
Σe0

(t)

|∇f1|2

|∇f |
dH1 ≥

≥
b∫

a1

 ∫
Σe0

(t)

|∇f1| dH1


2 ∫

Σe0
(t)

|∇f | dH1


−1

dt.

Соотношение (4.4.8) имеет место также и для функции f , являющейся
специальной функцией исчерпания поверхности M. Таким образом, при
любых a < α < β выполнено∫

M(α,β)

|∇f |2 dM = J (β − α) ,

где

J =

∫
Σe0

(a1)

〈e1, ν〉 dH1 > 0

– некоторая постоянная, зависящая только от трубки (ленты) M. Отсю-
да заключаем, что при всяком τ ≥ a1 справедлива оценка

∫
M(a1,τ)

|∇f1|2 dH1 ≥ 1

J

τ∫
a1

ψ2(t) dt . (4.4.9)
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Так как |f1| ≤ 1 всюду на поверхности M, то на основании соотношения
(4.4.8) можем записать∫

M(a1,τ)

|∇f1|2 dH1 ≤ −
∫

Σe0
(a1)

f1〈eT1 , ν〉 dH1 +

∫
Σe0

(τ)

|eT1 | dH1 =

= −
∫

Σe0
(a1)

f1〈eT1 , ν〉 dH1 + ψ(τ) ,

где vT означает проекцию вектора v ∈ Rn на касательную плоскость Tm
и τ ≥ a1 – произвольно.

Используя (4.4.9), отсюда получаем
τ∫

a1

ψ2(t) dt ≤ J ψ(τ)− J

∫
Σe0

(a1)

f1〈eT1 , ν〉 dH1 .

Если предположить, что интеграл (4.4.7) расходится, то для некоторого
τ0 > a1 имеем

τ0∫
a1

ψ2(t) dt ≥ −J
∫

Σe0
(a1)

f1〈eT1 , ν〉 dH1 ≡ C .

Полагая

Φ(τ) =

τ∫
a1

ψ2(t) dt ,

при любом τ > τ0 получаем

J ψ(τ) > Φ(τ)− C > 0 .

Замечая, что ψ2(τ) = Φ′(τ), приходим к дифференциальному нера-
венству

Φ′(τ)

(Φ(τ)− C)2 >
1

J2 при τ > τ0 .
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Интегрируя это неравенство, находим

τ − τ0
J2 <

1

Φ(τ0)− C
− 1

Φ(τ)− C
<

1

Φ(τ0)− C
,

что невозможно при достаточно больших τ . Тем самым,

Φ(τ) =

τ∫
a1

ψ2(t) dt ≤ −
∫

Σe0
(a1)

f1 〈e1, ν〉 dH1

и соотношение (4.4.7) доказано. �

Утверждения теорем 4.4.3 и 4.4.4 непосредственно вытекают из (4.4.7),
если заметить, что справедлива оценка

ψ(t) =

∫
Σe0

(t)

|∇f1| dH1 ≥ osc {f1, Σe0(t)} .

На основании (4.4.7) тогда находим
+∞∫

osc2 {f1, Σe0(t)} dt <∞

и для некоторой последовательности {τk}, τk → +∞, выполняется

osc2 {f1, Σe0(τk)} → 0 (k →∞) .

Учитывая (в случае ленты), что всюду на границе

∂M(τ ′, τ ′′) \
(
Σe0(τ

′) ∪ Σe0(τ
′′)
)

выполнено 〈ν, e1〉 = 0, в силу принципа максимума – минимума для f1
имеем

osc {f1, (M(τ ′, τ ′′))} ≤ max{osc {f1,Σe0(τ
′)}, osc {f1,Σe0(τ

′′)}} .
Это означает, что

lim
τk→+∞

osc {f1, (M(τk,+∞))} = 0



4.4. МИНИМАЛЬНЫЕ ТРУБКИ И ЛЕНТЫ 297

и нужное доказано. �

Замечание. Близкие результаты для трубчатых поверхностей, опи-
сываемых решениями систем дифференциальных уравнений с частными
производными типа нулевой средней кривизны, получены в кандидат-
ской диссертации А.Н. Кондрашова [48]. Несколько более общие резуль-
таты см. в его работе [51].

4.4.4 Трубки размерности p ≥ 3

Свойство трубчатости в целом для двумерной минимальной поверхности
является весьма специфичным. Как показывает следующее утвержде-
ние, всякая трубчатая минимальная поверхность размерности больше 2,
имеет конечную длину проекции.

Теорема 4.4.5 Пусть M = (M,u) – трубчатая минимальная поверх-
ность в Rn размерности p ≥ 3. Тогда множество u(M) расположе-
но в слое, лежащем между двумя параллельными гиперплоскостями,
ортогональными e0.

Докажем предварительно следующее вспомогательное утверждение.
Подбирая подходящую систему координат, можно считать, не ограничи-
вая общности, что точка u = 0 не содержится в образе u(M).

Лемма 4.4.4 Пусть M = (M,u) – минимальная поверхность в Rn,
dimM = p ≥ 3. Тогда функция

g(m) =
1

|u(m)|p−2

является супергармонической в метрике M.

Для доказательства положим ρ = ρ(m) = |u(m)| и для фиксиро-
ванного ортонормированного базиса e1, e2, . . . , en в Rn обозначим через
ui = 〈u, ei〉 (i = 1, 2, . . . , n) набор координатных функций. Для произ-
вольного касательного вектора X ∈ Tm(M) будем иметь

∇Xui = 〈∇Xu, ei〉 = 〈X, eTi 〉 ,

откуда следует, что ∇ui = eTi .
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Из минимальности поверхности M = (M,u) вытекает, что ∆ui = 0,
и, таким образом,

∆ ρ2(m) = ∆

(
n∑
i=1

u2
i (m)

)
= 2

∑n
i=1(ui∆ui + |∇ui|2) =

= 2
∑n

i=1 |eTi |2 = 2ρ .

С другой стороны, мы видим, что

∆ρ2 = 2ρ∆ρ+ 2|∇ρ|2 ,
а потому, из найденного выше, имеем

∆ρ =
p− |∇ρ|2

ρ
.

Вычислим лапласиан от нужной нам функции

∆ρ2−p = div
(
(2− p)ρ1−p∇ρ

)
=

= (2− p)ρ1−p∆ρ+ (p− 2)(p− 1)ρ−p|∇ρ|2 =

= (2− p)ρ−p
(
p− p|∇ρ|2

)
.

Так как всюду на M выполнено

|∇ρ| = |uT |
ρ

≤ u

ρ
= 1 ,

то
∆ρ2−p ≤ 0

и функция g(m) = ρ2−p(m) есть неотрицательная супергармоническая
функция на M. �

Доказательство теоремы 4.4.5. Так как функция g(m) = ρ2−p(m)
супергармонична, то функция

h(τ) = inf
m∈Σe0

(t)
g(m) =

(
max

m∈Σe0
(t)
ρ(m)

)2−p
,
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определенная для всех t ∈ (a, b) является выпуклой функцией. Здесь
(a, b) – проекция трубки на соответствующую ось.

Действительно, пусть a < α < β < b. Тогда функция

g1(m) = g(m)−
(
h(α) +

h(β)− h(α)

β − α
(f(m)− α)

)
,

где f(m) = 〈u, e0〉, является супергармонической как линейная комбина-
ция супергармонической и гармонической функций. При этом

min
m∈Σe0

(α)
g1(m) = min

m∈Σe0
(α)
g(m)− h(α) = 0 ,

min
m∈Σe0

(β)
g1(m) = min

m∈Σe0
(β)
g(m)− h(β) = 0 .

Согласно принципу максимума – минимума всюду на M(α, β) имеем

g1(m) ≥ min
ξ∈Σe0

∪Σe0
(β)
g1(ξ) = 0 ,

т.е.
h(t) ≥ h(α) +

h(β)− h(α)

β − α
(t− α) ,

что означает выпуклость (вверх) h(τ).
Предположим теперь, что хотя бы одно из чисел a или b равно ±∞.

К примеру, пусть b = +∞. Тогда существует предел

lim
τ→+∞

h(t) = lim
τ→+∞

(
sup

m∈Σe0
(τ)
ρ(m)

)2−p

= 0 ,

что противоречит неотрицательности выпуклой функции h(τ).
Тем самым, оба числа a и b конечны, и трубка M расположена в

слое между гиперплоскостями Πa и Πb, что завершает доказательство
теоремы 4.4.5. �

Комментарии. В случае codimM = 1 для длины проекции (b − a)
трубки имеется точная оценка сверху [46, раздел 2.1.2]. Соответствую-
щая точная оценка в случае произвольной коразмерности неизвестна.
Близкие результаты см. в [236], [111], [231].
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4.4.5 Величина образа трубки в грассманиане

Пусть G2
n – грассманово многообразие ориентированных двумерных пло-

скостей, проходящих через начало координат, с каноническим расстоя-
нием θ(γ1, γ2), равным углу между плоскостями γ1, γ2 ∈ G2

n. В случае
одинаково (противоположно) ориентированных плоскостей γ1 и γ2, ве-
личина θ(γ1, γ2) определяется как максимум из углов, образованных все-
возможными парами прямых из γ1 и γ2 (соответственно как дополнение
указанного максимума до числа π).

Пусть m ∈M – произвольная точка. Касательная плоскость Tm в точ-
ке u(m) к поверхности M = (M,u) параллельна некоторой двумерной
плоскости γ∗ ∈ G2

n с той же ориентацией, что и Tm. Соответствие m→ γ∗

называется гауссовым отображением поверхности M. Обозначим через
M∗ образ M при этом отображении и положим

δ(M∗) = inf
γ1∈G2

n

sup
γ2∈M∗

θ(γ1, γ2) .

Ясно, что δ(M∗) ≤ π (по определению угла θ(γ1, γ2)).
Удобно ввести следующие определения, оттеняющие геометрическую

природу формулируемого ниже утверждения. Для произвольной плос-
кости γ ∈ G2

n рассмотрим "экватор" в G2
n с "полюсом" γ, определяемый

как множество
Kγ = {ξ ∈ G2

n : θ(ξ, γ) =
π

2
}

и аналогичный экватору евклидовой сферы. Множество G2
n \ Kγ имеет

две компоненты связности, называемыми половинами грассманиана G2
n.

Ясно, что плоскости ξ ∈ G2
n и ξ — с противоположной по отношению к ξ

ориентацией, всегда лежат в разных половинах грассманиана G2
n.

Имеет место следующее высказывание о замыканииM∗ образа трубки
M = (M,u) в грассманиане G2

n.

Теорема 4.4.6 Пусть M = (M,u) – двумерная трубчатая в целом
минимальная поверхность в Rn. Тогда M∗ пересекается с каждым эк-
ватором грассманиана G2

n или, другими словами, δ(M∗) ≥ π
2 .

Доказательство. Предположим, что существует двумерная плоскость
V ∈ G2

n такая, что
sup
γ∈M∗

θ(γ, V ) = θ0 <
π

2
.
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Выберем произвольно единичный вектор e ∈ V и зафиксируем парал-
лельное в Rn векторное поле e = e(m), отождествляемое в каждой точке
m ∈M с вектором e. Рассмотрим функцию

ϕ(m) = ln |eT | = ln |eT | ,

где eT = eTm(M) есть проекция векторного поля e(m) на касательную
плоскость Tm(M).

Заметим, что при сделанных предположениях, выполнено

|eTm| ≥ cos θ(Tm, V ) ≥ cos θ0 > 0

и, тем самым, функция ϕ = ϕ(m) определена на M и ограничена снизу.
Для произвольного X ∈ Tm(M) выполнено

∇Xϕ(m) =
1

|eT |
∇X |eT | =

〈eT ,∇Xe
T 〉

|eT |2
=

=
1

|eT |
〈τ,−∇Xe

N〉 =
1

|eT |
〈τ, AeN

(X)〉 = 〈X, 1

|eT |
AeN

(τ)〉 ,

где τ = eT
/
|eT |, и потому

∇ϕ =
1

|eT |
AeN

(τ) .

Воспользуемся леммой 4.4.1. Выберем ортонормированный базис E1,
E2 в касательном пространстве Tm(M). По определению дивергенции
можем записать

∆ϕ =
1

|eT |
divAeN

(τ) +

(
− 1

|eT |2

)
〈∇|eT |, AeN

(τ)〉 . (4.4.10)

Нетрудно видеть, что

∇|eT | = |eT |∇ϕ = AeN

(τ) .

Поэтому, в силу (4.4.10), имеем

∆ϕ =
1

|eT |
divAeN

(τ)− 1

|eT |2
|AeN

(τ)|2 . (4.4.11)
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На основании леммы 4.4.1 первое слагаемое вычисляется по формуле

divAeN

(τ) =
2∑
i=1

(
〈AeN

(Ei),∇Ei
τ〉+ 〈B(τ, Ei),∇Ei

eN〉
)
. (4.4.12)

Непосредственно проверяется, что

∇Ei
eN =

(
∇Ei

(e− eT )
)N

= −B(eT , Ei) = −|eT |B(τ, Ei)

и, далее,

∇Ei
τ = ∇Ei

(
eT

|eT |

)
=
|eT |∇Ei

eT − eT∇Ei
|eT |

|eT |2
=

=
|eT |AeN

(Ei)− eT 〈AeN

(τ), Ei〉
|eT |2

=

=
1

|eT |

(
AeN

(Ei)− τ〈AeN

(Ei), τ〉
)
.

Подставим найденные выражения в (4.4.12). Тогда получаем

divAeN

(τ) =
2∑
i=1

(
|AeN

(Ei)|2 − 〈AeN

(Ei), τ〉2

|eT |
− |eT | |B(τ, Ei)|2

)
=

=

2∑
i=1
|AeN

(Ei)|2 − |AeN

(τ)|2

|eT |
− 1

2
‖B‖2 |eT | ,

(4.4.13)
где

‖B‖2 =
2∑

i,j=1

|B(ei, Ej)|2

– квадрат длины второй квадратичной формы поверхности M.
Прямыми вычислениями убеждаемся в справедливости соотношений

|Aξ(E1)|2 = |Aξ(E2)|2 = |Aξ(X)| (ξ ∈ Nm(M) , X ∈ Tm(M)) ,
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откуда, пользуясь (4.4.11) и (4.4.13), находим

∆ϕ =
|AeN

(τ)|2

|eT |2
− 1

2
‖B‖2 − |AeN

(τ)|2

|eT |2
= −1

2
‖B‖2 ≤ 0 . (4.4.14)

Соотношение (4.4.14) утверждает, что функция ϕ(m) супергармонич-
на, причем, как уже отмечалось ранее, ϕ ≥ ln(cos θ0) > −∞. Рассуждая
как при доказательстве теоремы 4.4.5, заключаем, что всюду на M вы-
полняется |eT | ≡ const 6= 0, и, следовательно,

∆ϕ = −1

2
‖B‖2 ≡ 0 .

Данное свойство влечет, что поверхность M есть часть двумерной
плоскости. Это противоречит трубчатости M. Тем самым, предположе-
ние, сделанное в начале доказательства, о существовании плоскости V с
указанными свойствами не верно, а потому для любой плоскости V ∈ G2

n
выполнено sup

γ∈M∗
θ(γ, V ) ≥ π/2. Теорема доказана. �

4.4.6 Предельные множества концов в грассманиане

Методы, применяемые выше, могут быть использованы также при изу-
чении строения гауссова образа минимальной трубки вблизи ее концов.
Рассмотрим двумерную трубчатую поверхность M = (M,u) в Rn с
проекцией (a,+∞). Произвольное некомпактное двусвязное множество
D ⊂ M с компактной границей ∂D будем называть концом поверхно-
сти M.

Определим предельное множество D′ конца поверхности при гауссо-
вом отображении, полагая

D′ = ∩t>aD∗(t,+∞) ,

где символом D∗(t,+∞) ⊂ G2
n обозначен гауссов образ порции

D ∩M(t,+∞) .

Ясно, что D′ есть непустое замкнутое множество в G2
n.

Теорема 4.4.7 Пусть M = (M,u) – двумерная трубчатая минималь-
ная поверхность в Rn с проекцией (a,+∞) и пусть D – один из ее
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концов. Тогда имеет место альтернатива

(α) либо D′ пересекается с любым экватором в G2
n,

(β) либо D′ состоит из единственной точки γ ∈ G2
n, причем

θ(e0, γ) =
π

2
.

Доказательство. Предположим сперва, что высказывание (α) не спра-
ведливо. Не умаляя общности, будем считать, что существует плоскость
V ∈ G2

n, D′∩KV = ∅, такая, что множество D′ вместе с V лежат в одной
из половин G2

n. Отсюда вытекает, что

max θ(γ(m), V ) = θ0 <
π

2
.

Выберем ε > 0 так, чтобы ε < π
2 − θ0. По определению D′ найдется

(достаточно большое) T > a такое, что при всех γ ∈ D∗(T,+∞) выпол-
нено θ(γ, V ) < π

2 −ε. Заметим, что из данного неравенства вытекает, что
множество D(T,+∞) гомеоморфно кольцу, т.е. является двусвязным.

Рассмотрим множество единичных векторов

O = {e ∈ Rn : |eV | > cos ε} ,
выходящих из начала координат. Ясно, что концы векторов множества
O образуют открытое подмножество сферы Sn−1(0, 1).

Для любых γ ∈ G2
n и e ∈ Rn верно соотношение
θ(e, γ) ≤ θ(e, V ) + θ(V, γ) ,

где мы сохраняем то же обозначение для угла между вектором и плос-
костью. Тем самым, при всех e ∈ O и γ ∈ D∗(T,+∞) имеем

θ(e, γ) ≤ ε+ θ0 <
π

2
,

а потому
|eγ| > cos(ε+ θ0) > 0 .

Согласно (4.4.14) для произвольного ортонормированного базиса e1,
e2 в Tm(M) справедлива формула

∆ ln |eTm

i | = −1

2
‖B‖2 (i = 1, 2) ,
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откуда вытекает, что функция

ϕ(m) = ln
|eTm

1 |
|eTm

2 |
является гармонической. Однако, при любых e1, e2 ∈ O, e1 6= e2,

|ϕ(m)| =

∣∣∣∣∣ln |eTm
1 |

|eTm
2 |

∣∣∣∣∣ ≤ − ln cos(ε+ θ0)

и ϕ(m) ограничена на D(T,+∞).
Ограниченность ϕ(m) и параболичность конца D, как и при доказа-

тельстве теоремы 4.4.3, влекут, что
lim

τ→+∞
osc {ϕ(m),Σe0(t)} = 0 (4.4.15)

или, что то же самое, функция ϕ(m) имеет предел на бесконечности. В
терминах предельного множества D′ это означает, что для каждой пары
фиксированных векторов e1, e2 ∈ O величина |eγ1 | /|e

γ
2 | не зависит от

γ ∈ G2
n.

Покажем, что в этом случае D′ состоит из единственной точки. Если
это не выполнено, то найдутся две плоскости γ 6= ξ в D′ такие, что для
любых e1, e2 ∈ O справедливо

|eγ1 |
|eγ2 |

=
|eξ1|
|eξ2|

.

Рассмотрим отображение h : Rn → R вида

h(x) =
|xγ|
|xξ|

, xξ 6= 0 .

Сужение h|O(x) есть тождественная постоянная. Обозначим ее через C.
В силу однородности h(x), заключаем, что h(x) ≡ C на открытом конусе

O′ = {Y ∈ Rn :
Y

|Y |
∈ O , Y 6= 0} .

Однако h(x) аналитична в области определения и потому, в силу теоремы
единственности для аналитических функций,

h(x) ≡ const = C .
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Согласно нашему предположению, ξ 6= γ, а потому для их ортого-
нальных дополнений ξ⊥ и γ⊥ имеем γ⊥ \ ξ⊥ 6= ∅. Выбирая e ∈ γ⊥ \ ξ⊥,
получаем, тем самым, C = |eγ|/ |eξ| 6= 0. Это невозможно, поскольку при
всех x ∈ γ⊥ \ ξ⊥, очевидно, h(x) 6= 0.

В случае, когда D′ состоит из одной точки, можно утверждать, что
D′ = γ ∈ G2

n и |eγ0 | = 0.
Действительно, предположим противное, т.е. предположим, что

|eγ| = cosα 6= 0 , где 0 ≤ α <
π

2
.

По определению предельного множества D′ найдется (достаточно боль-
шое) A > a такое, что

(a) число A есть регулярное значение функции f(m) = 〈u(m), e0〉,

(b) для всякой точки m ∈ D(A,+∞) выполнено θ(γ, Tm) < ε < π
2 −α.

В силу (a) множество D ∩ Σe0(A) является одномерным компактным
многообразием в M, т.е. распадается в объединение конечного числа
гладких замкнутых жорановых дуг. Выберем из них произвольную дугу
Γε и через τ = τ(m) обозначим касательный к ней вектор в точкеm ∈ Γε.
В силу нашего предположения, eγ0 6= 0 и, следовательно, можно найти
единичный вектор v ∈ γ, для которого 〈eγ0 , v〉 = 0.

Заметим, что по определению

Γε ⊂ D ∩ Σe0(A) = {m ∈ D : f(m) = A}

векторное поле eTm нормально к Γε на M. Тем самым, векторные по-
ля τ(m) и eTm образуют ортогональный базис в Tm(M). Покажем, что
найдется ε > 0 такое, что для всякой точки m ∈ Γε величина 〈v, τ(m)〉
сохраняет знак, т.е. 〈τ(m), v〉 6= 0.

Действительно, в противном случае для любого ε > 0 существует точ-
ка m ∈ Γε, для которой vTm = µ eTm

0 , где µ ∈ R – некоторое, отличное от
нуля (поскольку |vTm| ≥ cos θ(γ, Tm) > 0) число, вообще говоря, завися-
щее от m. Последнее равенство влечет, что

(v − µ e0)
Tm = 0 ,

т.е. вектор w = v − µ e0 лежит в нормальном пространстве Nm.
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Мы имеем
〈w, v〉 = 〈v, v〉 − 〈e0, v〉µ = 1− 〈eγ0 , v〉µ = 1 ,

поскольку, в силу выбора v ∈ γ, выполнено 〈eγ0 , v〉. Однако, w ∈ Nm и
потому

1 ≡ |〈w, v〉| = |〈wN , vN〉| ≤ |wN | |vN | . (4.4.16)
Заметим теперь, что

|wN | = |w| = |v − µ e0| ≤ 1 + |µ| ,
а, с другой стороны,

0 = 〈w, eT0 〉 = 〈v, eT0 〉 − |eT0 |2µ
и, следовательно,

µ =
〈v, eT0 〉
|eT0 |2

.

Отсюда, приходим к оценке

|µ| = |〈v, eT0 〉|
|eT0 |2

≤ |v| |eT0 |
|eT0 |2

=
1

|eT0 |
. (4.4.17)

В силу нашего выбора,

θ(e0, Tm) ≤ θ(e0, γ) + θ(γ, Tm) < α + ε <
π

2
,

и, таким образом,

|eTm
0 | = cos θ(e0, Tm) ≥ cos(α+ ε) > 0 .

Неравенство (4.4.17) принимает вид

|µ| ≤ (cos(α+ ε))−1 ,

что вместе с (4.4.16) приводит к оценке

1 ≤ |vN | (1 + |µ|) ≤ (1− |vT |2)1/2
(

1 +
1

cos(α+ ε)

)
≤

≤ sin ε

(
1 +

1

cos(α+ ε)

)
.

(4.4.18)
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Как видно из (4.4.18), при надлежащем выборе ε > 0 мы приходим к
противоречию, поскольку правая часть неравенства может быть сделана
сколь угодно малой.

Итак, выберем ε > 0 так, чтобы

sin ε

(
1 +

1

cos(α+ ε)

)
< 1 .

Тогда для всякой точки m ∈ Γε величина 〈v, τ(m)〉 6= 0, а потому ска-
лярное произведение 〈v, τ(m)〉 сохраняет знак на Γε и, например, поло-
жительно.

Рассмотрим координатную функцию g(m) = 〈v, u(m)〉 с направляю-
щим вектором v и градиентом ∇g = vTm. Тогда при m ∈ Γε имеем

〈∇g, τ(m)〉 = 〈vTm, τ(m)〉 = 〈v, τ(m)〉 > 0 .

Интегрируя это неравенство вдоль Γε, находим

0 <

∫
Γε

〈∇g, τ(m)〉 |du| =
∫
Γε

dg(m) = 0 .

Противоречие. Теорема доказана полностью. �

Задача 4.4.19 Сформулировать и доказать соответствующее утвержде-
ние для минимальных лент.



Глава 5

Лемма Морри

Хорошо известная лемма Морри распространяется на случайW 1,p–функ-
ций на римановых многообразиях.

5.1 Непрерывность по Гельдеру функций на компактах

5.1.1 Постановка задачи

Пусть D ⊂ Rn – область и f ∈ W 1,p
loc , p ≥ 1, – функция. Хорошо известно,

что каждое из следующих условий достаточно для непрерывности по
Гельдеру функции f(x) внутри D :
i) p > n (следствие леммы Морри [215] и частный случай теоремы

вложения В.И. Кондрашова [105, §11]);
ii) для всякого компакта K ⊂ D существуют постоянные α,C > 0,

d0 ≤ dist (K, ∂D), такие, что∫
B(a,r)

|∇f |p ∗ 11X ≤ C rn−p+α, ∀a ∈ K, ∀r ≤ d0, (5.1.1)

(лемма Морри).
Заметим, что условия i) и ii) приводят к конкретным выражениям

для показателя и постоянной в неравенстве Гельдера, равномерных на
компактных подмножествах D.

Лемма Морри имеет широкие применения в исследованиях вариаци-
онных проблем для функционалов типа интеграла Дирихле, в вопро-
сах регулярности обобщенных решений дифференциальных уравнений

309
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с частными производными, отображений с ограниченным искажением
f : D ⊂ Rn → Rn.

Отметим ключевую роль леммы Морри в некоторых вариантах до-
казательств таких важнейших результатов теории дифференциальных
уравнений как неравенство Гарнака для положительных решений, тео-
рема Лиувилля и др.

Ниже мы предлагаем формулировки, распространяющие лемму Мор-
ри на случай римановых многообразий X , dimX = n.

Заметим сначала, что мы формулируем результат для Lp−функций
ρ ≥ 0 вместо W 1,p-функций. Как следствие, мы записываем условие
(5.1.1) в виде оценки роста интеграла

I(a, r) =

∫
B(a,r)

ρp ∗ 11X ,

где a – произвольная точка компактного множества K ⊂ D и D ⊂ X
есть область.

Вместо оценивания колебания |f(a1)− f(a2)| мы будем оценивать ве-
личину

inf
γ∈Γ(a1,a2)

∫
γ

ρ(x)dH1,

где Γ(a1, a2) – семейство локально спрямляемых дуг γ, соединяющих
точки a1, a2 и содержащихся в области D(a1, a2) = B(a1, d0) ∪ B(a2, d0),
а d0 есть геодезическое расстояние между точками a1, a2.

Специальный выбор ρ(x) = |∇f(x)|, где f ∈ W 1,p приводит к стан-
дартной форме леммы Морри.

Мы рассматриваем две версии леммы Морри. Первая из них связана
со стандартным условием

I(a, r) ≤ Crn−p+α, α > 0;

вторая – с более сильным требованием относительно монотонности ве-
личины

1

rn−p+β
I(a, r), β > 0 . (5.1.2)

В последнем случае основное утверждение касается нижней оценки
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для величины

modp,β Γ(a1, a2) = inf
ρ≥0

∫
D(a1,a2)

ρp ∗ 11X

 inf
γ∈Γ(a1,a2)

∫
γ

ρ(x)dH1

p . (5.1.3)

С формальной точки зрения величина modp,β Γ(a1, a2) выглядит в точ-
ности так же, как и выражение для p−модуля семейства Γ(a1, a2). Глав-
ное отличие величины (5.1.3) от стандартного выражения для p−модуля
семейства Γ(a1, a2) состоит в ограничении на класс допустимых функций
ρ(x) ≥ 0, где величина (5.1.2) в последнем случае обязана быть неубы-
вающей. Если обычный p−модуль семейства Γ(a1, a2) обращается в нуль
при p ≤ n, то modp,β Γ(a1, a2) > 0 при любом p ≥ 1.

Мы будем использовать это свойство при получении граничного ва-
рианта леммы Морри. Величина (5.1.3) является внутренней характе-
ристикой многообразия X в области D(a1, a2). Мы постулируем необ-
ходимое свойство многообразия в терминах (p, β)−модуля. Весьма про-
стые условия на поведение (p, β)−модуля Γ(a1, a2) влечет общий признак
непрерывности по Гельдеру W 1,p−функций вплоть до границы области
D ⊂ X .

Используемый метод концептуально близок к емкостному подходу Ма-
зьи [65, §5.1] получения гельдеровских оценок для W 1,p−функций при
p > n в областях D ⊂ Rn. Однако, описываемый ниже подход имеет
более универсальный характер.

5.1.2 Точная формулировка

Пусть X – n−мерное многообразие класса C3 без края. Как и выше,
для произвольной точки x ∈ X символом Tx обозначается касательное
пространство в точке x, символом T (X ) – касательное расслоение над X .

Пусть d(x′, x′′) – расстояние между точками x′, x′′ ∈ X . Как и выше,
символы

B(a, t) = {x ∈ X : d(a, x) < t}, Σ(a, t) = {x ∈ X : d(a, x) = t}
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пусть означают геодезический шар и геодезическую сферу, соответствен-
но, с центрами в точке a ∈ X и радиусами t > 0.

Зафиксируем произвольно точку a ∈ X и постоянную δ > 0.
В формулируемых ниже утверждениях мы предполагаем выполнен-

ными следующие гипотезы относительно структуры многообразия X в
окрестности точки a ∈ X .

a) Пусть rinj(a) обозначает радиус инъективности экспоненциального
отображения expa : Ta → X . Мы предполагаем, что δ < rinj(a).

Из условия a) следует, что в шаре B(a, δ) могут быть введены поляр-
ные координаты (r, θ), 0 ≤ r ≤ δ, θ ∈ Sn−1, так, что элемент объема ∗11X
имеет вид

∗11X = Ga(r, θ)drdθ , (5.1.4)
где Ga(r, θ) > 0 – непрерывная функция [13, §11.10].

b) Существуют непрерывная функция ∆(r) > 0 и положительные по-
стоянные c1, c2 такие, что

c1 ∆(r) ≤ Ga(r, θ) ≤ c2 ∆(r), ∀ r ∈ [0, δ), ∀ θ ∈ Sn−1. (5.1.5)

Легко видеть, что условие b) эквивалентно неравенству

max
θ∈Sn−1

Ga(r, θ) ≤ c min
θ∈Sn−1

Ga(r, θ)

с некоторой постоянной c ≥ 1.
c) Площадь

S(a, r) =

∫
Σ(a,r)

dHn−1 =

∫
Sn−1

Ga(r, θ) dθ, r ∈ [0, δ),

геодезической сферы Σ(a, r) является неубывающей функцией на [0, δ),
и, более того, найдутся постоянные c3, c4 > 0 такие, что

c3 r
n−2 ≤ S ′(a, r) ≤ c4 r

n−2, ∀ r ∈ [0, δ). (5.1.6)

В дальнейшем, говоря о выполнении предположений a), b), c) в двух
или более точках a1, a2, . . . (или на множестве точек), мы будем иметь в
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виду, что условия удовлетворяются с одними и теми же постоянными c1,
c2, c3, c4 и функцией ∆(r), независимой от точек.
Для произвольной пары точек a1, a2 ∈ X пусть Γ = Γ(a1, a2) означает
семейство локально спрямляемых дуг γ ⊂ X , соединяющих a1 и a2.

Основной результат раздела состоит в формулируемой ниже версии
леммы Морри [207].

Теорема 5.1.1 Пусть ρ(x) ≥ 0 – функция класса Lploc(X ), p ≥ 1, и
пусть a1, a2 ∈ X – пара точек, d0 = d(a1, a2).

(i) Если многообразие X обладает свойствами a), b), c) с δ = d0 в
точках a1, a2 и если существуют постоянные α, c5 > 0, для которых∫

B(ak,r)

ρp ∗ 11X ≤ c5 r
n−p+α, ∀ r ∈ (0, d0), k = 1, 2, (5.1.7)

то

inf
γ∈Γ(a1, a2)

∫
γ

ρ dH1 ≤ c6 d
n+α

p

0 /Hn
(
B(a1, d0) ∩B(a2, d0)

)
. (5.1.8)

(ii) Если многообразие X удовлетворяет условиям a), b), c) с δ =
d0 в точках a1, a2 и если существует постоянная β > 0 такая, что
функция

φak
(r) =

1

rn−p+β

∫
B(ak,r)

ρp ∗ 11X (k = 1, 2) (5.1.9)

не убывает на (0, d0), то

dn−p−pn0 (Hn)p
(
B(a1, d0) ∩B(a2, d0)

)
≤

≤ 2p+1 cp7

∫
D(a1,a2)

ρp ∗ 11X

 inf
γ∈Γ(a1,a2)

∫
γ

ρ dH1
X

p , (5.1.10)
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где D(a1, a2) = B(a1, d0) ∪B(a2, d0).
При этом, мы можем положить

c6 =

(
c2
c1

)2
2

n+ α

(
1 +

n− 1

α

(
c4
c3

)2
)
c

1
p

5

(
c4

n(n− 1)

)p−1
p

и

c7 =

(
c2
c1

)2
c4
c3

(
1 + (n− 1)

c4
c3

p

β

)(
c4

n(n− 1)

)p−1
p p

pn+ β
.

5.1.3 Специальные случаи

Данная теорема содержит, как специальный случай, каждый из приве-
денных выше признаков локальной непрерывности по Гельдеру функций
класса W 1,p

loc (X ). Проиллюстрируем это на примере утверждения (i).

Пусть f ∈ W 1,s
loc (X ), s > n. Зафиксируем подобласть D ⊂⊂ X и поло-

жим
δ(D) = inf

{xk}
lim inf
k→∞

d(xk, D),

где точная нижняя грань берется по всевозможным последовательностям
{xk}, xk ∈ X , не имеющим точек сгущения в X .

Выберем точки a1, a2 ∈ D так, чтобы

d0 = d(a1, a2) ≤
1

2
δ(D). (5.1.11)

Предположим, что область D ⊂ X обладает свойством: существует
постоянная c8 > 0, для которой

Hn
(
B(a1, d0) ∩B(a2, d0)

)
≥ c8 d

n
0 (5.1.12)

при всех a1, a2 ∈ D, подчиненных условию (5.1.11).
Покажем, что утверждение (i) влечет равномерную оценку колебания

f в области D. Заметим сначала, что выполнение условия (5.1.6) с δ = d0
влечет соотношение

c3
n− 1

rn−1 ≤ S(ak, r) ≤
c4

n− 1
rn−1 (k = 1, 2). (5.1.13)
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Пользуясь формулой Кронрода – Федерера для ко-площади, получаем

Hn(B(ak, r)) =

r∫
0

dt

∫
Σ(ak,t)

dHn−1

|∇dk|
=

r∫
0

S(ak, t) dt ≤
c4

n(n− 1)
rn. (5.1.14)

Выберем теперь в теореме 5.1.1 ρ(x) = |∇f(x)|. Находим

|f(a1)− f(a2)| ≤ inf
γ∈Γ(a1,a2)

∫
γ

ρdsX . (5.1.15)

Однако, в силу интегрального неравенства Гельдера при всех r ≤ d0
выполнено ∫

B(ak,r)

|∇f | ∗ 11X


s

≤
(
HnB(ak, r)

)s−1
∫

B(ak,r)

|∇f |s ∗ 11X ≤

≤
(

c4
n(n− 1)

)s−1

rn(s−1)
∫

B(ak,d0)

|∇f |s ∗ 11X .

Тем самым, при p = 1 условие (5.1.7) имеет место с постоянными

α =
s− n

s
и c5 =

(
c4

n(n− 1)

) s−1
s

∫
D′

|∇f |s ∗ 11X

 1
s

,

где

D′ = {x ∈ X : dist (x,D) ≤ 1

2
δ(D)}.

На основании (5.1.8) и (5.1.12) приходим к указаннову выше утвер-
ждению.

Следствие 5.1.1 Пусть f ∈ W 1,s
loc (X ), s > n, и пусть D ⊂⊂ X – произ-

вольная область. Предположим, что в каждой точке a ∈ D многообра-
зие X удовлетворяет условиям a), b), c) с постоянной δ = 1

2δ(D) и для
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любой пары точек a1, a2 ∈ D, d0 ≤ 1
2δ(D), выполнено предположение

(5.1.12).
Если a1, a2 ∈ D и d0 = d(a1, a2) ≤ 1

2δ(D), то

|f(a1)− f(a2)| ≤ c9 d
s−n

s (a1, a2),

где

c9 =

(
c2
c1

)2
2

n+ α

(
1 +

n− 1

α
(
c4
c3

)2
)(

c4
n(n− 1)

) s−1
s 1

c8
I(D′), (5.1.16)

I(D′) =

∫
D′

|∇f |s ∗ 11X

 1
s

.

Отсюда легко следует хорошо известная лемма Морри.

Следствие 5.1.2 Пусть f ∈ W 1,p
loc (X ), p ≥ 1, и пусть D ⊂⊂ X – про-

извольная область. Предположим, что в каждой точке a ∈ D мно-
гообразие X удовлетворяет предположениям a), b), c) с постоянной
δ = 1

2δ(D) и для всякой пары точек a1, a2 ∈ D с условием (5.1.11) вы-
полнено (5.1.12).

Если для каждой точки a ∈ D и любого r ≤ 1
2δ(D) выполнено нера-

венство ∫
B(a,r)

|∇f |p ∗ 11X ≤ c5 r
n−p+α, (5.1.17)

то
|f(a1)− f(a2)| ≤

c6
c8
dα(a1, a2),

где c6 – постоянная из теоремы 5.1.1.
Для доказательства выберем в теореме 5.1.1 функцию

ρ(x) = |∇f(x)| .
На основании (5.1.15), (5.1.12) и (5.1.8) получаем

|f(a1)− f(a2)| ≤ c6 d
n+α

p

0 /Hn
(
B(a1, d0) ∩B(a2, d0)

)
≤ c6
c8
d

α
p

0 ,

что и требуется. �
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5.1.4 Доказательство теоремы 5.1.1

Рассмотрим сначала случай p = 1. Пусть Q = B(a1, d0) ∩ B(a2, d0).
Обозначим через lk(x) геодезический сегмент, соединяющий точку ak
(k = 1, 2) с точкой x ∈ Q. Так как для радиуса инъективности экс-
поненциального отображения expak

: Tak
→ X выполнено rinj(ak) > d0,

эти геодезические сегменты lk(x) суть кратчайшие из дуг, связывающих
концевые точки и содержащиеся в B(ak, d0).

Мы имеем

inf
γ∈Γ(a1,a2)

∫
γ

ρdH1
X ≤ R(Γ) ≡ inf

x∈Q

 ∫
l1(x)

ρdH1
X +

∫
l2(x)

ρdH1
X

 (5.1.18)

и, далее,

R(Γ)

∫
Q

∗11X ≤
∫
Q

∗11X
∫
l1(x)

ρdH1
X +

∫
Q

∗11X
∫
l2(x)

ρdH1
X ≤

≤
∫

B(a1,d0)

∗11X
∫
l1(x)

ρdH1
X +

∫
B(a2,d0)

∗11X
∫
l2(x)

ρdH1
X ≡ I1 + I2. (5.1.19)

Каждый из интегралов I1, I2 оценивается одинаково. Применив фор-
мулу Кронрода – Федерера и заметив, что

|∇xd(ak, x)| ≡ 1 на B(ak, d0),

пользуясь (5.1.4), приходим к оценке

I1 =

d0∫
0

dr

∫
Σ(a1,r)

dHn−1
∫
l1(x)

ρdH1
X =

d0∫
0

dr

∫
Sn−1

G1(r, θ)dθ

r∫
0

ρ(t, θ)dt,

где G1(r, θ) = Ga1
(r, θ).

Данное соотношение вместе с (5.1.5) влекут

I1 ≤ c2

d0∫
0

∆(r)dr

∫
Sn−1

dθ

r∫
0

ρ(t, θ)dt =
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= c2

d0∫
0

∆(r)dr

r∫
0

dt

∫
Sn−1

ρ(t, θ)dθ. (5.1.20)

Положим
J(r) =

∫
B(a1,r)

ρ ∗ 11X .

Тогда

J(r) =

r∫
0

dt

∫
Sn−1

G1(t, θ)ρ(t, θ)dθ,

и для почти всех r ∈ [0, d0), согласно (5.1.5) находим

J ′(r) =

∫
Sn−1

G1(r, θ)ρ(r, θ)dθ ≥ c1 ∆(r)

∫
Sn−1

ρ(r, θ)dθ.

Таким образом, в силу (5.1.20) получаем

I1 ≤ c2

d0∫
0

∆(r)dr

r∫
0

J ′(t)

c1∆(t)
dt =

c2
c1

d0∫
0

∆(r)dr

r∫
0

J ′(t)

∆(t)
dt.

Однако, соотношение (5.1.5) дает
1

c2ωn−1
S1(r) ≤ ∆(r) ≤ 1

c1ωn−1
S1(r),

где S1(r) = S(a1, r) и ωn−1 – площадь Sn−1(1).
Пользуясь предыдущим неравенством, получаем

I1 ≤
(c2
c1

)2 d0∫
0

S1(r)dr

r∫
0

J ′(t)

S1(t)
dt. (5.1.21)

Далее заметим, что
r∫

0

J ′(t)

S1(t)
dt =

J(t)

S1(t)

∣∣∣∣r
0
+

r∫
0

J(t)

S2
1(t)

S ′1(t)dt. (5.1.22)
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Остальные аргументы в случаях (i) и (ii) мало отличаются друг от друга.
Докажем сначала утверждение (i) для p = 1. В силу (5.1.7), получаем

J(r) ≤ c5 r
n−1+α, ∀ r ∈ [0, d0). (5.1.23)

Тем самым, из (5.1.13) мы видим, что

lim
t→0

J(t)

S1(t)
= 0,

и соотношение (5.1.22) дает
r∫

0

J ′(t)

S1(t)
dt =

J(r)

S1(r)
+

r∫
0

J(t)

S2
1(t)

S ′1(t)dt. (5.1.24)

На основании (5.1.21) и (5.1.24) находим(
c1
c2

)2

I1 ≤
d0∫

0

J(r)dr +

d0∫
0

S1(r)dr

r∫
0

J(t)

S2
1(t)

S ′1(t)dt. (5.1.25)

Оценка (5.1.23) влечет

d0∫
0

J(r)dr ≤ c5
n+ α

dn+α
0 . (5.1.26)

Так как согласно предположению c) производная S ′1(t) является неот-
рицательной, на основании (5.1.6), (5.1.13) и (5.1.23) получаем

d0∫
0

S1(r)dr

r∫
0

J(t)

S2
1(t)

S ′1(t)dt ≤
c4

n− 1

d0∫
0

rn−1dr

r∫
0

c5t
n−1+α

( c3
n−1t

n−1)2c4t
n−2dt =

=

(
c4
c3

)2

c5
n− 1

α(n+ α)
dn+α

0 . (5.1.27)
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Объединяя оценки (5.1.25) – (5.1.27), приходим к неравенству(
c1
c2

)2

I1 ≤
c5

n+ α
dn+α

0 +

(
c4
c3

)2

c5
n− 1

α(n+ α)
dn+α

0 =

=
c5

n+ α

(
1 +

(
c4
c3

)2
n− 1

α

)
dn+α

0 .

Те же аргументы справедливы также и для интеграла I2. Таким обра-
зом, на основании (5.1.19) находим

R (Γ)Hn(Q) ≤
(
c2
c1

)2
2c5
n+ α

(
1 +

(
c4
c3

)2
n− 1

α

)
dn+α

0 . (5.1.28)

Пользуясь (5.1.18), легко убеждаемся в справедливости утверждения (i)
при p = 1.

Доказательство справедливости (i) при p > 1 весьма несложно. На ос-
новании интегрального неравенства Гельдера, для k = 1, 2 имеем

∫
B(ak,r)

ρ ∗ 11X ≤ (Hn (B(ak, r)))
p−1

p

 ∫
B(ak,r)

ρp ∗ 11X


1
p

.

Тем самым, пользуясь соотношениями (5.1.14) и (5.1.7), приходим к оцен-
ке ∫

B(ak,r)

ρ ∗ 11X ≤
(

c4
n(n− 1)

)p−1
p

c
1
p

5 r
n−1+α

p .

Теперь мы имеем возможность применить утверждение (i) для p = 1.
Тем самым, применив неравенство (5.1.28), получаем

R(Γ)Hn(Q) ≤
(
c2
c1

)2
2c

1
p

5

n+ α

(
c4

n(n− 1)

)p−1
p

(
1 +

(
c4
c3

)2
n− 1

α

)
d
n+α

p

0 ,

что доказывает (5.1.8) в общем случае.
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Приступим к доказательству утверждения (ii). Заметим, что

J(r) =

∫
B(a1,r)

ρ ∗ 11X ≤

 r∫
0

S1(t)dt


p−1

p

 ∫
B(a1,r)

ρp ∗ 11X


1
p

.

В силу (5.1.13), имеем
r∫

0

S1(t)dt ≤
c4

n(n− 1)
rn, r ∈ (0, d0).

С другой стороны, условие монотонности (5.1.9) влечет

1

rn−p+β

∫
B(a1,r)

ρp ∗ 11X ≤ K, K =
1

dn−p+β0

∫
B(a1,d0)

ρp ∗ 11X .

Отсюда находим

J(r) ≤
(

c4
n(n− 1)

)p−1
p

K
1
p rn−1+β

p

и, в частности,

lim
t→0

J(t)

S1(t)
= 0.

Таким образом, на основании (5.1.22), (5.1.6) и (5.1.13), приходим к оцен-
ке

r∫
0

J ′(t)

S1(t)
dt =

J(r)

S1(r)
+

r∫
0

J(t)

S2
1(t)

S ′1(t) dt ≤

≤
(

c4
n(n− 1)

)p−1
p

K
1
p
n− 1

c3
r

β
p

(
1 + (n− 1)

c4
c3

p

β

)
.

Тем самым, из (5.1.21) следует

I1 ≤
(
c2
c1

)2(
c4

n(n− 1)

)p−1
p
(

1 + (n− 1)
c4
c3

p

β

)
c4
c3

p

pn+ β
d

pn+β
p

0 K
1
p .
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Аналогичные оценки имеют место для интеграла I2. Объединяя най-
денные оценки с (5.1.19), приходим к соотношению

R(Γ)Hn(Q) ≤ c7d
n+1−n

p

0

2∑
k=1

 ∫
B(ak,d0)

ρp ∗ 11X


1
p

≤

≤ 21+ 1
p c7 d

n+1−n
p

0

 ∫
D(a1,a2)

ρp ∗ 11X


1
p

и, пользуясь (5.1.18), устанавливаем (5.1.10).
Доказательство теоремы 5.1.1 полностью завершено. �
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5.2 Приложения

5.2.1 Ключевая лемма

Укажем приложения полученных результатов к квазилинейным урав-
нениям с частными производными эллиптического типа на римановых
многообразиях.

Пусть X – риманово многообразие и пусть f – обобщенное решение
класса W 1,p

loc (X ) уравнения (2.2.18), подчиненного ограничениям (2.2.15),
(2.2.16).

Пусть a ∈ X – фиксированная точка и пусть Σ(a, r) ⊂ X – геодезиче-
ская сфера и 0 < r < dist(a, ∂X ), если край ∂X не пуст.

Определим величину

µ(a, r) = inf
ψ

 ∫
Σ(a,r)

|∇Σψ|p dHn−1


1
p

inf
C

∫
Σ(a,r)

|ψ − C|pdHn−1


1
p

, C ≡ const, (5.2.1)

где∇Σψ означает градиент функции ψ на Σ(a, r) и точная нижняя грань
берется по всем функциям ψ ∈ W 1,p(Σ(a, r)).

Рассмотрим уравнение (2.2.18) со структурными постоянными (2.2.15)
– (2.2.16). Для произвольной точки a ∈ X и произвольного δ < rinj(a)
полагаем

β(a, δ) = c10 c11 − n+ p,

где
c10 = inf

r∈(0,δ)
r µ(a, r)

и

c11 = p(p− 1)
1−p

p

(
1 +

√
ν2 − 1

)− 1
p
(
21−p

2 +
√
ν2 − 1

)−1
, (p < 2),

c11 =
p

p− 1

(
1 +

√
ν2 − 1

)−p+1
p , (p ≥ 2).
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Лемма 5.2.1 Пусть f – обобщенное решение уравнения (2.2.18) со
структурными постоянными (2.2.15)–(2.2.16). Тогда для всякой точки
a ∈ X и всякого δ < rinj(a) функция

φa(r) =
1

rn−p+β

∫
B(a,r)

|∇f |p ∗ 11X

не убывает на (0, δ).

Доказательство утверждения будет дано несколько позже.

5.2.2 Непрерывность по Гельдеру решений

Остановимся сначала на одном типичном применении леммы Морри,
связанном с непрерывностью по Гельдеру A−гармонических функций
на многообразиях. В евклидовом случае соответствующие результаты
для A−решений даны в [189] и для A−субрешений — в [188].

Для WT -форм соответствующие результаты получены в диссертации
Д. Франке [154], для отображений, близких к квазиизометриям, см. ниже
в разделе 8.1.

Теорема 5.2.1 Пусть D ⊂⊂ X – область в n-мерном римановом мно-
гообразии X . Предположим, что в каждой точке a ∈ D многообразие
X удовлетворяет условиям a), b), c) с постоянной δ = 1

2δ(D) и для
каждой пары точек a1, a2 ∈ D со свойством (5.1.11) выполнено (5.1.12).

Пусть f – обобщенное решение уравнения (2.2.18) со структурными
постоянными (2.2.15), (2.2.16).

Если величина β = β(a, δ) > 0 при всех a ∈ D, то

|f(a1)− f(a2)| ≤
c6
c8
dβ(a1, a2), ∀ a1, a2 ∈ D, d(a1, a2) < δ. (5.2.2)

Здесь c6 – постоянная из теоремы 5.1.1 и

c5 =
1

δn−p+β

∫
D′

|∇f |p ∗ 11X .
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Доказательство легко следует из аргументов, приведенных выше. По
лемме 5.2.1 в каждой точке a ∈ D имеем∫

B(a,r)

|∇f |p ∗ 11X ≤
rn−p+β

δn−p+β

∫
B(a,δ)

|∇f |p ∗ 11X , r ≤ δ.

Таким образом, используя предположение (5.1.6), получаем∫
B(a,r)

|∇f |p ∗ 11X ≤ c5 r
n−p+β.

Неравенство (5.1.17) имеет место с указанной выше постоянной c5.
Следствие 5.1.2 ведет к оценке (5.2.2). �

Доказательство леммы 5.2.1. Зафиксируем точку a ∈ X . Нам нуж-
но доказать, что для некоторого β > 1 производная φ′a(r) ≥ 0 почти
всюду на интервале (0, δ). Так как для почти всех r ∈ (0, δ) выполнено

d

dr

∫
B(a,r)

|∇f |p ∗ 11X =

∫
Σ(a,r)

|∇f |p dHn−1,

то условие φ′a(r) ≥ 0 эквивалентно неравенству

(n− p+ β)

∫
B(a,r)

|∇f |p ∗ 11X ≤ r

∫
Σ(a,r)

|∇f |p dHn−1. (5.2.3)

Фиксируем r0 ∈ (0, δ). Выберем ε > 0 так, чтобы r0 + ε < δ. Положим

φ(t) =


1 при t < r0

1 +
r0
ε
− t

ε
при t ∈ [r0, r0 + ε]

0 при t > r0 + ε.

Для произвольной постоянной C функция φ(d(a, x)) (f(x)− C) принад-
лежит классу W 1,p и обращается в нуль при x ∈ X \B(a, r0 + ε). Таким
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образом, в силу интегрального тождества (2.2.19), мы вправе написать∫
X

φ(d(a, x))〈∇f, A(x,∇f)〉 ∗ 11X =

= −
∫
X

(f(x)− C)φ′(d(a, x)) 〈∇d(a, x), A(x,∇f)〉 ∗ 11X .

Так как φ(d(a, x)) ≡ 1 на B(a, r0) и

φ(d(a, x)) ≡ 0 на X \B(a, r0 + ε) ,

то мы имеем ∫
B(a,r0+ε)

φ(d(a, x))〈∇f, A(x,∇f)〉 ∗ 11X ≤

≤
∫

r0<d(a,x)<r0+ε

|f(x)− C| |φ′(d(a, x))| |〈∇d(a, x), A(x,∇f)〉| ∗ 11X .

В силу структурного условия (2.2.16), находим

ν1

∫
B(a,r0)

|∇f |p ∗11X ≤
1

ε

r0+ε∫
r0

dt

∫
Σ(a,t)

|f(x)−C| |〈∇d(a, x), A(x,∇f)〉| dHn−1.

Переходя к пределу при ε→ 0, получаем

ν1

∫
B(a,r0)

|∇f |p ∗ 11X ≤
∫

Σ(a,r0)

|f(x)− C| |〈∇d(a, x), A(x,∇f)〉| dHn−1,

(5.2.4)
что имеет место для почти всех r0 ∈ (0, δ).

Приступим к оценке последнего из интегралов в неравенстве (5.2.4).
Мы воспользуемся идеей из [72], использованной для похожей оценки в
Rn. Заметим сначала, что векторное поле ∇d(a, x) ортогонально геоде-
зической сфере Σ(a, r0) в каждой точке x ∈ Σ(a, r0), где вектор ∇d(a, x)
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существует. Так как |∇d(a, x)| ≡ 1, то в каждой точке дифференцируе-
мости решения f имеем

|∇Σf(x)|2 + |〈∇d(a, x),∇f(x)〉|2 = |∇f(x)|2. (5.2.5)

Структурные условия (2.2.15) и (2.2.16) влекут

|〈∇d(a, x), A(x,∇f)〉| ≤

≤ ν1 |〈∇d(a, x),∇f(x)〉| |∇f(x)|p−2 + ν3 |∇f(x)|p−1, (5.2.6)

где ν3 =
√
ν2

2 − ν2
1 .

Чтобы убедиться в справедливости данного неравенства, заметим сна-
чала, что

〈∇d(a, x), A〉 = 〈∇d(a, x), ν1 |∇f |p−2∇f〉+ 〈∇d(a, x), A− ν1 |∇f |p−2∇f〉.

Отсюда,
|〈∇d(a, x), A〉| ≤ ν1 |∇f |p−2 |〈∇d(a, x),∇f〉|+ (5.2.7)

+|A− ν1 |∇f |p−2∇f |.
Пользуясь соотношениями (2.2.15), (2.2.16), получаем

|A− ν1 |∇f |p−2∇f |2 = |A|2 − 2ν1 |∇f |p−2〈A,∇f〉+ ν2
1 |∇f |2(p−1) ≤

≤ (ν2
2 − ν2

1) |∇f |2(p−1) = ν2
3 |∇f |2(p−1),

и, в силу (5.2.7), приходим к (5.2.6).
На основании (5.2.4) и (5.2.6) получаем

ν1

∫
B(a,r0)

|∇f |p ∗ 11X ≤ (5.2.8)

≤ ν1

∫
Σ(a,r0)

|f(x)− C| |〈∇d(a, x),∇f(x)〉| |∇f(x)|p−2dHn−1+

+ν3

∫
Σ(a,r0)

|f(x)− C| |∇f(x)|p−1dHn−1 ≡ ν1 I1 + ν3 I2.
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Заметим теперь, что неравенство

a b ≤ εp

p
ap +

p− 1

p
ε−

p
p−1 b

p
p−1 , a, b ≥ 0,

где ε > 0 – произвольно, ведет к оценке

I1 ≤
εp

p

∫
Σ(a,r0)

|f(x)− C|p dHn−1+

+
p− 1

p
ε−

p
p−1

∫
Σ(a,r0)

|〈∇d(a, x),∇f〉|
p

p−1 |∇f(x)|
p(p−2)

p−1 dHn−1 ≡

≡ εp

p
J1 +

p− 1

p
ε−

p
p−1 J2.

В точности тем же самым путем получаем

I2 ≤
εp

p

∫
Σ(a,r0)

|f(x)− C|p dHp−1+

+
p− 1

p
ε−

p
p−1

∫
Σ(a,r0)

|∇f(x)|p dHn−1 ≡

≡ εp

p
J1 +

p− 1

p
ε−

p
p−1 J3.

Таким образом, в силу (5.2.8) имеем

ν1

∫
B(a,r0)

|∇f |p ∗ 11X ≤ (5.2.9)

≤ εp

p
(ν1 + ν3)J1 +

p− 1

p
ε−

p
p−1ν1J2 +

p− 1

p
ε−

p
p−1ν3J3.

Выбирая здесь постоянную C наилучшей, согласно (5.2.1) получаем

J1 =

∫
Σ(a,r0)

|f(x)− C|p dHn−1 ≤ 1

µp(a, r0)

∫
Σ(a,r0)

|∇Σf |p dHn−1. (5.2.10)
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Оценку интеграла J2 проведем раздельно в случаях p < 2 и p ≥ 2.
Пусть p < 2. Соотношение (5.2.5) влечет

|〈∇d(a, x),∇f(x)〉| ≤ |∇f(x)|.
Таким образом,

|〈∇d(a, x),∇f(x)〉|
p

p−1 |∇f(x)|
p(p−2)

p−1 ≤ |〈∇d(a, x),∇f(x)〉|p

и мы находим

J2 ≤
∫

Σ(a,r0)

|〈∇d(a, x),∇f(x)〉|pdHn−1, (p < 2). (5.2.11)

Положим

ε =

((
(p− 1)ν1

ν1 + ν3

) 1
p

µ(a, r0)

)p−1
p

.

Объединяя (5.2.9) – (5.2.11), приходим к оценке

ν1

∫
B(a,r0)

|∇f |p ∗ 11X ≤

≤ (p− 1)
p−1

p

p
ν

p−1
p

1 (ν1 + ν3)
1
pµ−1(a, r0)×

×

 ∫
Σ(a,r0)

|∇Σf |pdHn−1 +

∫
Σ(a,r0)

|〈∇d(a, x),∇f〉|pdHn−1

+

+
(p− 1)

p−1
p

p

(
ν1 + ν3

ν1

) 1
p

ν3 µ
−1(a, r0) J3 .

Поскольку p < 2, то мы вправе воспользоваться неравенством

ap + bp ≤ 21−p
2 (a2 + b2)

p
2 , a, b ≥ 0 .

В силу (5.2.5), имеем

|∇Σf(x)|p + |〈∇d(a, x),∇f(x)〉|p ≤ 21−p
2 |∇f(x)|p.
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Отсюда заключаем, что

ν1

∫
B(a,r0)

|∇f(x)|p ∗ 11X ≤

≤ (ν1 + ν3)
1
p
(p− 1)

p−1
p

p

(
21−p

2ν
p−1

p

1 + ν
− 1

p

1 ν3
)
µ−1(a, r0) J3,

или

c11

∫
B(a,r0)

|∇f(x)|p ∗ 11X ≤ c10 r0

∫
Σ(a,r0)

|∇f(x)|pdHn−1, (5.2.12)

где постоянные c10, c11 определены в лемме.
Те же аргументы показывают, что при p < 2 неравенство (5.2.3) имеет

место с постоянной β = c10 c11 − n+ p.
Пусть p ≥ 2. Применяя неравенство

ab ≤ 1

p− 1
ap−1 +

p− 2

p− 1
b

p−1
p−2 , a, b ≥ 0,

получаем

|〈∇d(a, x),∇f(x)〉|
p

p−1 |∇f(x)|
p(p−2)

p−1 ≤

≤ 1

p− 1
|〈∇d(a, x),∇f(x)〉|p +

p− 2

p− 1
|∇f(x)|p.

Тем самым, приходим к оценке

J2 ≤
1

p− 1

∫
Σ(a,r0)

|〈∇d(a, x),∇f(x)〉|pdHn−1 +
p− 2

p− 1
J3. (5.2.13)

Объединяя неравенства (5.2.9), (5.2.10), (5.2.13), получаем

ν1

∫
B(a,r0)

|∇f |p ∗ 11X ≤
εp

µp(a, r0)

ν1 + ν3

p

∫
Σ(a,r0)

|∇Σf |pdHn−1+

+
ν1

p
ε−

p
p−1

∫
Σ(a,r0)

|〈∇d(a, x),∇f(x)〉|pdHn−1 +
(p− 2

p
ν1 +

p− 1

p
ν3
)
ε−

p
p−1J3.
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Полагая

ε =

((
ν1

ν1 + ν3

) 1
p

µ(a, r0)

)p−1
p

,

теперь имеем

ν1

∫
B(a,r0)

|∇f(x)|p ∗ 11X ≤

≤ ν
1− 1

p

1

pµ(a, r0)
(ν1 + ν3)

1
p

 ∫
Σ(a,r0)

|∇Σf |pdHn−1+

+

∫
Σ(a,r0)

|〈∇d(a, x),∇f(x)〉|pdHn−1

+

+
1

pµ(a, r0)

(ν1 + ν3

ν1

) 1
p
(
(p− 2)ν1 + (p− 1)ν3

)
J3.

Но p ≥ 2, а потому

|∇f(x)|p + |〈∇d(a, x),∇f(x)〉|p ≤ |∇f(x)|p,
и, далее,

ν1

∫
B(a,r0)

|∇f(x)|p ∗ 11X ≤

≤ p− 1

p

(ν1 + ν3

ν1

) 1
p (ν1 + ν3)µ

−1(a, r0)

∫
Σ(a,r0)

|∇f(x)|pdHn−1.

Тем самым,

c11

∫
B(a,r0)

|∇f(x)|p ∗ 11X ≤ µ−1(a, r0)

∫
Σ(a,r0)

|∇f(x)|pdHn−1,

где постоянная c11 определена в лемме.
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Рассуждая, как и выше, приходим к (5.2.12) и, далее, к (5.2.3). Дока-
зательство леммы 5.2.1 полностью завершено. �

5.2.3 Непрерывность по Гельдеру форм

Вопросы непрерывности по Гельдеру дифференциальных форм рассмат-
ривались в диссертации Д. Франке (см. [154, раздел 11]). Ниже мы крат-
ко описывам основные результаты этой работы, предоставляя восстанов-
ление доказательств заинтересованному читателю.

Пусть X – n-мерное риманово многообразие, D ⊂ X – область и пусть
Γ = Γ(a, b) – семейство локально спрямляемых дуг γ ⊂ D, соединяющих
точки a, b ∈ D.

Определение 5.2.1 Пусть ω – дифференциальная форма степени k,
0 ≤ degω = k ≤ n, dω ∈ Lploc(D). Форма ω непрерывна по Гельдеру в
области D с показателем α, 0 < α ≤ 1, если существует постоянная
C(D) такая, что для любой пары точек a, b ∈ D выполнено

inf
γ∈Γ(a,b)

∫
γ

|dω| dsX ≤ C(D) dαX (a, b) . (5.2.14)

Форма ω непрерывна по Гельдеру локально в D с показателем α ∈ (0, 1],
если она подчинена условию (5.2.14) на любой подобласти D′ ⊂⊂ D.

Если дифференциальная форма ω имеет степень degω = 0, т.е. ω
является функцией, то, как нетрудно видеть,

|ω(b)− ω(a)| ≤ inf
γ∈Γ(a,b)

∫
γ

|dω| dsX

и функция ω удовлетворяет условию Гельдера в традиционном смысле.
Если дифференциальная форма ω, degω > 0, и если ω0 – произвольная

замкнутая дифференциальная форма класса W 1,p
loc (D), то (проверить !)

inf
γ∈Γ(a,b)

∫
γ

|dω − dω0| dsX = inf
γ∈Γ(a,b)

∫
γ

|dω| dsX .
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Это означает, что условие Гельдера для W 1,p-форм определяется с точ-
ностью до замкнутых форм, в точности так же, как и для 0-форм (функ-
ций).

Теорема Ходжа о декомпозиции дифференциальных форм [182, §6]
утверждает, что для каждой дифференциальной формы

ω : Rn → Λk(Rn) 1 < p <∞ ,

найдутся дифференциальные формы

ϕ ∈ ker δ ∩ Lp1(Rn) и ψ ∈ ker d ∩ Lp1(Rn)

такие, что
ω = dϕ+ δ ψ .

При этом дифференциальные формы ϕ и ψ определяются единствен-
ным образом.

Возвращаясь к условию Гельдера (5.2.14), видим, что данное условие
представляет собой некоторое ограничение на козамкнутую часть формы
ω. Это же соображение выполнено локально на многообразии.

Ниже приводится признак выполнимости условия Гельдера для форм
класса WT 2. При этом мы сохраняем обозначения раздела 5.1.3.

Теорема 5.2.1 Пусть D – подобласть n-мерного риманового многооб-
разия X . Предположим, что в окрестности каждой точки a ∈ D мно-
гообразия X выполнены условия a), b), c) раздела 5.1.2 и для произволь-
ной пары точек a1, a2 ∈ D со свойством (5.1.11) имеет место (5.1.12).

Пусть ω – дифференциальная форма, обладающая свойством dω ∈
WT 2 в D. Тогда существует постоянная β > 0 такая, что для любой
пары точек a1, a2 ∈ D, d = dX (a1, a2), справедлива оценка

inf
γ∈Γ(a1,a2)

∫
γ

|dω| dsX ≤ C d
β
p

X (a1, a2) , (5.2.15)

и форма ω удовлетворяет в D условию Гельдера с показателем β
p .

Доказательство опирается на следующие два утверждения, касающи-
еся дифференциальных форм класса WT 2.
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Лемма 5.2.2 Если дифференциальная форма dω принадлежит классу
WT 2, то для всякой точки a ∈ D и любого δ ≤ δ(D)/2, δ < rinj(a),
справедлива оценка∫

B(a,r)

|dω|p ∗ 11X ≤ C1 r
n−p+β r ∈ (0, δ) , (5.2.16)

где β > 0 – некоторая постоянная,

C1 =
1

n− p+ β

∫
D′

|dω|p ∗ 11X

и D′ = {x ∈ X : dist (x,D) ≤ δ(D)/2}.

Лемма 5.2.3 Предположим, что многообразие X обладает свойства-
ми a), b), c) раздела 5.1.2 для некоторой постоянной δ > 0. Пусть
a1, a2 ∈ X – пара точек, для которой d = d(a1, a2) ≤ δ. Пусть ρ ∈
Lploc(X ) – неотрицательная функция, p ≥ 1. Если существуют посто-
янные α > 0 и C2 > 0 такие, что∫

BX (ak,r)

ρp ∗ 11X ≤ C2 r
n−p+α , r ∈ (0, d) , k = 1, 2 ,

то

inf
γ∈Γ(a1,a2)

∫
γ

ρ dsX ≤ C3
dn+α/p

Hn(BX (a1, d) ∩BX (a2, d))
,

где C3 = C3(n, p, α;C2) – постоянная.

Доказательства близки, соответственно, к доказательствам теоремы
5.1.1 и леммы 5.2.1. �

Упражнения. Восстановить доказательства теоремы 5.2.1 и лемм
5.2.2, 5.2.3. В качестве следствия получить оценки показателя и посто-
янной Гельдера для вектор-функций (f1, . . . , fk), 1 ≤ k ≤ n− 1, где

f = (f1, . . . , fn) : D → Rn

— отображение с ограниченным искажением.
Сравнить показатель и постоянную в полученном неравенстве Гельде-

ра с ныне имеющимися [99, раздел 1.2].
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5.3 Граничные версии

Мы указали признаки непрерывности по Гельдеру в случаях, когда точ-
ки a1, a2 ∈ X суть внутренние точки многообразия. Если многообразие
имеет край и если хотя бы одна из точек a1, a2 принадлежит краю, то про-
блема существенно более трудная. Приведенные выше аргументы мож-
но использовать лишь при некоторых дополнительных ограничениях на
многообразие. К примеру, предположим, что в граничной точке можно
ввести полярные координаты (r, θ) и что окрестность точки содержит
конус с вершиной в этой точке фиксированного раствора.

Относительно гельдеровых оценок для W 1,p-функций вблизи границы
области из Rn см. [65], [186], [32].

5.3.1 Теорема Латфуллина

Приводимый ниже граничный вариант леммы Морри для областей из
Rn был найден Т.Г. Латфуллиным [62].

Пусть n ≥ 2 и ε, δ > 0. Область Ω ⊂ Rn называется (ε, δ) – областью,
если для любых x, y ∈ Ω, |x − y| < δ, существует спрямляемая дуга
γ ⊂ Ω, соединяющая точки x, y и удовлетворяющая условиям

l (γ) ≤ 1

ε
|x− y| , (5.3.1)

d(z) ≥ ε |x− z| |y − z|
|x− y|

, ∀ z ∈ γ . (5.3.2)

Здесь l (γ) = length (γ) и d(z) = dist(z, ∂Ω).
Для произвольного куба Q ⊂ Rn пусть l(Q) означает длину его ребра.

Двоичным (бинарным) кубом в Rn называется всякий куб Q, ребра кото-
рого параллельны осям координат и имеют длину, равную целой степени
числа 2, т.е. l(Q) = 2k, k = 0,±1,±2, . . . (см. также ниже раздел 7.2.1).

Лемма 5.3.1 [186] Пусть Ω ⊂ Rn – открытое множество с непустой
границей. Существует разложение Ω =

⋃∞
k=1 Sk, где каждое слагаемое

является замкнутым двоичным кубом, и при всех k = 1, 2, . . . выпол-
нено

l(Sk) ≤ D(Sk, ∂Ω) ≤ 4
√
n l(Sk) . (5.3.3)
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При этом внутренности S0
k = intSk попарно не пересекаются

S0
i ∩ S0

j = ∅ , если i 6= j , (5.3.4)

и
1

4
l(Sj) ≤ l(Si) ≤ 4 l(Sj) , если Si ∩ Sj 6= ∅ . (5.3.5)

Представление Ω в виде суммы множеств Sk с указанными свойствами
называтся разбиением Уитни множества Ω. Детали см. в [106, глава VI],
[34, глава I], [32, глава 6].

Пусть D ⊂ Rn есть (ε, δ)-область Джонса. Положим
W1 = {Si} – разбиение Уитни области D,
W2 = {Qj} – разбиение Уитни внутренности дополнения int (Rn \D),
W3 = {Qj ∈ W2 : l(Qj) ≤ ε δ/(16n)}.

Лемма 5.3.2 [186] Если Qi ∈ W3, то найдется Sk ∈ W1 со свойствами

l(Qi) ≤ l(Sk) ≤ 4 l(Qi) , (5.3.6)

d(Qi, Sk) ≤ C l(Qi) , (5.3.7)
где

C = 5
√
n+ 8n /ε2 .

Куб Sk называется отраженным кубом для Qi ∈ W3 и обозначается
Q∗
i . Одному кубу из W3 может соответствовать несколько отраженных

кубов.

Лемма 5.3.3 [186] Пусть Qi ∈ W3. Если S1, S2 ∈ W1 и обладают свой-
ствами (5.3.6), (5.3.7), то

d(S1, S2) ≤ C1 l(Qi) ,

где C1 = 2C и C – постоянная из предыдущей леммы.

Лемма 5.3.4 [186] Пусть Sk ∈ W1. Существует не более, чем C2 ку-
бов Qj ∈ W3 таких, что Q∗

j = Sk.
Здесь C2 – постоянная, зависящая только от n, ε и δ.
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Лемма 5.3.5 [186] Если Qi, Qj ∈ W3 и Qi ∩Qi 6= ∅, то

d(Q∗
i , Q

∗
j) ≤ C3 l(Qi) ,

где C3 – постоянная, зависящая только от n, ε и δ.

Пусть {Q1, Q2 , . . . , Qm} – набор кубов из W3 таких, что Qi 6= Qj,
i 6= j, и Qi ∩ Qi+1 6= ∅. Такой набор кубов называется цепью кубов,
соединяющих Q1 и Qm, а число m – длиной этой цепи.

Лемма 5.3.6 [186] Если Qi, Qj ∈ W3 и Qi ∩Qj 6= ∅, то найдется цепь

Fij = {Q∗
i = S1, S2, . . . , Sm = Q∗

j} ,

соединяющая Q∗
i и Q∗

j , длина которой не превосходит некоторой по-
стоянной C4, зависящей только от n, ε и δ.

Для произвольных двух касающихся друг друга кубов Qi, Qj ∈ W3
выберем цепь Fij, как в лемме 5.3.6, и положим

F (Qi) = ∪ Qj∈W3
Qi∩Qj 6=∅

Fij .

Элементами множества F (Qi) являются кубы из W1. Объединение все-
возможных кубов из F (Qi) (как множеств из Rn) называется связкой,
соответствующей кубу Qi, и обозначается символом F(Qi) (таким обра-
зом, F(Qi) – подмножество Rn).

Пусть D ⊂ Rn есть (ε, δ)-область. Рассмотрим оператор продолжения
Λ1 : W 1,m(D) → W 1,m(Rn), m > 1, построенный в [186] (оператор Λ1 яв-
ляется ограниченным, его конкретный вид далее не существенен). Имеет
место следующее утверждение, являющееся специальным случаем лем-
мы 3.2 из [186].

Лемма 5.3.7 Если Q0 ∈ W3, то для всякой функции f ∈ W 1,m(D) и
любого i = 1, 2, . . . , n выполнено

‖Di Λ1f‖Lm(Q0) ≤ C5 ‖Dif‖Lm(Q∗0) + C6 ‖∇f‖Lm(F(Q0)) ,

‖Λ1f‖Lm(Q0) ≤ C5 ‖f‖Lm(Q∗0) + C6 l(Q0) ‖∇f‖Lm(F(Q0)) .

Здесь C5 и C6 суть постоянные, зависящие только от n,m, ε и δ.
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Лемма 5.3.8 Пусть G – произвольное измеримое множество в Rn и
k > 0 – натуральное число. Существует постоянная C7 = C7(m, k)
такая, что для всякого набора из k функций {ϕi}, i = 1, 2, . . . , k, класса
Lm(G) выполнено∫

G

(
k∑
i=1

ϕ2
i

)m/2

dHn

1/m

≤ C7

k∑
i=1

∫
G

|ϕi|m dHn

1/m

.

Доказательство. Мы будем использовать эквивалентность произволь-
ных двух норм на конечномерном пространстве. Именно,(

k∑
i=1

ϕ2
i

)1/2

≤ C8(m, k)

(
k∑
i=1

|ϕi|m
)1/m

,

а потому ∫
G

(
k∑
i=1

ϕ2
i

)m/2

dHn ≤ Cm
8

k∑
i=1

∫
G

|ϕi|m dHn . (5.3.8)

Положим

bi =

∫
G

|ϕi|m dHn

1/m

.

Сумма в правой части (5.3.8) записывается как
k∑
i=1

bmi .

Однако, (
k∑
i=1

bmi

)1/m

≤ C9(m, k)
k∑
i=1

bi . (5.3.9)

Пользуясь соотношениями (5.3.8), (5.3.9), находим∫
G

(
k∑
i=1

ϕ2
i

)m/2

dHn

1/m

≤ C8

(
k∑
i=1

bmi

)1/m

≤
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≤ C8C9

k∑
i=1

bi = C7

k∑
i=1

∫
G

|ϕi|mdHn

1/m

,

где C7 = C8C9. �

Лемма 5.3.9 Если Q0 ∈ W3, то для любой функции f ∈ W 1,m(D) вы-
полнено

‖∇Λ1f‖Lm(Q0) ≤ C10 ‖∇f‖Lm(F(Q0)) .

Доказательство. Суммируем по всем i = 1, 2, . . . , n неравенства из
леммы 5.3.7. Мы имеем

n∑
i=1

‖DiΛ1f‖Lm(Q0) ≤ C5

n∑
i=1

‖Dif‖Lm(Q∗0) + nC6 ‖∇f‖Lm(F(Q0)) .

В силу леммы 5.3.8, для левой части этого неравенства справедлива
оценка снизу

1

C7
‖|∇Λ1f |‖Lm(Q0) ≤

n∑
i=1

‖Dif‖Lm(Q)) . (5.3.10)

С другой стороны, поскольку |Dif | ≤ |∇f |, то
n∑
i=1

‖Dif‖Lm(Q∗0) ≤ n ‖|∇f |‖Lm(Q∗0) ≤ n ‖|∇f |‖Lm(F(Q0)) (5.3.11)

(последняя оценка в цепочке – следствие включения Q0 ⊂ F(Q0)).
Оценки (5.3.10), (5.3.11) влекут утверждение леммы с постоянной

C10 = nC7(C5 + C6) .

�

Лемма 5.3.10 Для любой (ε, δ)-области D ⊂ Rn найдется постоянная
C11 = C11(n, ε, δ) такая, что каждая из точек x ∈ D покрывается не
более, чем C11 связками F(Qi), Qi ∈ W3.

Для доказательства см. формулу (3.2) в [186].
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Лемма 5.3.11 Пусть D ⊂ Rn – произвольная (ε, δ)-область. Найдется
постоянная γ = γ(n, ε, δ) ≥ 1 такая, что если x ∈ D и Qi∩B(x, r) 6= ∅,
Qi ∈ W3, то F(Qi) ⊂ B(x, γ r).

Доказательство. Так как Qi ∩ B(x, r) 6= ∅, то d(Qi, ∂D) ≤ r. В силу
свойства (5.3.3) разбиения Уитни, имеем l(Qi) ≤ r.

На основании леммы 5.3.1 для отраженного кубаQ∗
i справедлива оцен-

ка l(Q∗
i ) ≤ 4r, а в соответствии с леммой 5.3.3 выполнено d(Qi, Q

∗
i ) ≤ C r.

Если y – центр куба Qi и y∗ – центр куба Q∗
i , то

|x− y∗| ≤ |x− y|+ |y − y∗| .
Однако,

|x− y| ≤
(

1 +

√
n

2

)
r

и
|y − y∗| ≤ d(Qi, Q

∗
i ) +

√
n

2
(l(Qi) + l(Q∗

i )) ≤

≤ C r +

√
n

2
(r + 4 r) .

Тем самым,
|x− y| ≤ (1 + 3

√
n+ C) r .

По лемме 5.3.5 длина любой цепи с началом Q∗
i в связке F (Qi) не

превосходит C3, поэтому с учетом свойства (5.3.5) для центра z произ-
вольного куба из F (Qi) имеем

|y∗ − z| ≤ l(Q∗
i )

(
1

2
+ 4 + · · ·+ 4C3−2 + 4C3−1 · 1

2

)
=

= C12 l(Q
∗
i ) ≤ 4C12 r .

Так как сторона любого куба из F (Qi) не превосходит

4C3−1l(Q∗
i ) ≤ 4C3 r ,

то для произвольной точки w ∈ F(Qi) выполнено

|y∗ − w| ≤ 4C12r +

√
n

2
4C3r = C13 r .
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Тем самым,

|x− w| ≤ |x− y∗|+ |y∗ − w| ≤ (1 + 3
√
n+ C + C13) r = γ r .

�

Лемма 5.3.12 Пусть D ⊂ Rn – произвольная (ε, δ)-область. Суще-
ствует постоянная K = K(n, ε, δ) такая, что при любом r ≤ ε δ/(16n)
выполнено ∫

B(x,r)\D

|∇(Λ1f)|mdHn ≤ K

∫
B(x,γr)∩D

|∇f |mdHn .

Доказательство. Пусть r ≤ ε δ/(16n). Для всякого двоичного куба
Qi ∈ W3, пересекающегося с шаром B(x, r), выполнено d(Qi, ∂D) ≤ r.
Согласно свойству (5.3.3) разбиения Уитни и определению семейства W3,
находим

l(Qi) ≤ d(Qi, ∂D) ≤ r ≤ ε δ/(16n) .

Применяя лемму 5.3.11, заключаем, что для всех таких кубов Qi ∈ W3
выполнено F(Qi) ⊂ B(x, γr).

Обозначим через M множество всевозможных кубов из W3, пересека-
ющихся с B(x, r). Тогда∫

B(x,r)\D

|∇(Λ1f)|mdHn ≤
∑
Qi∈M

∫
Qi

|∇(Λ1f)|mdHn ≡ A .

По лемме 5.3.9
A ≤

∑
Qi∈M

Cm
10

∫
F(Qi)

|∇f |mdHn ≡ B .

По лемме 5.3.10

B ≤ Cm
10C11

∫
∪F(Qi)

|∇f |mdHn ≤ Cm
10C11

∫
B(x,γr)∩D

|∇f |mdHn

и лемма доказана с постоянной K = Cm
10C11. �

Сформулируем основной результат данного раздела.
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Теорема 5.3.1 Пусть D ⊂ Rn – произвольная (ε, δ)-область и f ∈
W 1,m(D), 1 ≤ m ≤ n. Если r ≤ ε δ/(16n) и для любого x ∈ D выполнено∫

B(x,γr)∩D

|∇f |mdHn ≤ C rn−m+mα ,

где 0 < α < 1 и γ ≥ 1 – постоянная из леммы 5.3.11, то

osc{f,D ∩B(x, r/2)} ≤ K1 r
α .

Доказательство. Так как D является (ε, δ)-областью, то существует
ограниченный оператор продолжения [186]

Λ1 : W 1,m(D) → W 1,m(Rm) .

По лемме 5.3.12∫
B(x,r)\D

|∇(Λ1f)|mdHn ≤ K

∫
B(x,γr)∪D

|∇f |mdHn ≤ KC rn−m+mα .

Однако,∫
B(x,r)

|∇(Λ1f)|mdHn ≤
∫

B(x,r)\D

|∇(Λ1f)|mdHn +

∫
B(x,r)∩D

|∇f |mdHn ≤

≤ KC rn−m+mα +

∫
B(x,γr)∩D

|∇f |mdHn ≤ K(C + 1) rn−m+mα .

Поскольку шары B(x, 3
2r) входят в область определения функции Λ1f ,

то по лемме Морри

osc{Λ1f,B(x, r/2)} ≤ K1 r
α .

Утверждение теоремы следует из оценки

osc{f,B(x, r/2) ∩D} ≤ osc{Λ1f,B(x, r/2)} .
�
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5.3.2 Условия на модуль семейства

Ниже предлагается подход к проблеме, базирующийся на методе моду-
лей.

Напомним еще раз понятие p-модуля семейства кривых. Пусть p > 1
и пусть D ⊂ Rn – область, Γ = {γ} – некоторое семейство локально
спрямляемых дуг или кривых γ ⊂ D. Обозначим через P(Γ) множество
всевозможных измеримых по Борелю функций ρ(x) ≥ 0, определенных
в D и таких, что ∫

γ

ρ(x)dH1 ≥ 1 ∀ γ ∈ Γ. (5.3.12)

Функции ρ(x) ∈ P(Γ) являются допустимыми для семейства Γ.
Величина

modpΓ = inf
ρ∈P(Γ)

∫
D

ρp(x) ∗ 11, ∗11 = dx1dx2 · · · dxn, (5.3.13)

является p−модулем семейства Γ.
Фиксируем произвольно пару точек a1, a2 ∈ D. Пусть Γ = Γ(a1, a2) –

семейство всевозможных локально спрямляемых дуг γ в D, соединяю-
щих a1 и a2.

Если p > n и точки a1, a2 не лежат на границе ∂D, то

modpΓ(a1, a2) > 0 .

Более того, для любого компактного множества K ⊂ D найдется посто-
янная C(K) такая, что

modp Γ(a1, a2) ≥
C(K)

|a1 − a2|p−n
∀ a1, a2 ∈ K. (5.3.14)

Данная оценка может быть получена традиционными методами.
Пусть f ∈ W 1,p(D) – произвольная функция и p > n. Для каждой

дуги γ ∈ Γ(a1, a2), вдоль которой f абсолютно непрерывна, имеем

|f(a1)− f(a2)| ≤
∫
γ

|∇f(x)| dH1.
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Функция

ρ(x) =
|∇f(x)|

|f(a1)− f(a2)|
удовлетворяет условию (5.3.12) и, следовательно, принадлежит классу
P(Γ) функций, допустимых для семейства Γ(a1, a2).

Пользуясь (5.3.13), получаем

|f(a1)− f(a2)| ≤

 1

modpΓ(a1, a2)

∫
D

|∇f(x)|p ∗ 11

 1
p

,

что вместе с (5.3.14) составляют содержание теоремы В.И. Кондрашова
[105, §11].

Этот подход очевидным образом распространяется на случай римано-
вых многообразий.

Если хотя бы одна из точек a1, a2 лежит на границе области D, то
вопрос о непрерывности вблизи границы функций классаW 1,p(D), p > n,
редуцируется к проблеме нахождения достаточно хороших условий для
оценок вида (5.3.14) для p−модуля семейства Γ(a1, a2). В существенно
других терминах подобный факт был установлен в [65, § 5.1].

Если p ≤ n, то p−модуль семейства дуг, проходящих через задан-
ную точку, обращается в нуль [109, глава IV]. Тем самым, применения
p−модуля семейства дуг (при стандартном его определении) в оценках
колебанияW 1,p−функций вблизи границы при p ≤ n кажутся невозмож-
ными.

Небольшое изменение в определении p−модуля ведет, однако, к по-
ложительному результату. Существенной частью в таком исправлении
является замена класса допустимых функций P(Γ) для семейства Γ =
Γ(a1, a2) более узким семейством.

Дадим точные определения. Пусть X – n−мерное риманово многооб-
разие и пусть D ⊂ X – область. Для произвольного t > 0 полагаем

BD(a, t) = B(a, t) ∩D, ΣD(a, t) = Σ(a, t) ∩D ,

SD(a, t) = Hn−1 (ΣD(a, t)) ,

и, далее,

D(a1, a2) = BD(a1, d0) ∪BD(a2, d0), d0 = d(a1, a2).
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Для произвольной пары точек a1, a2 ∈ D пусть Γ(a1, a2) есть семейство
локально спрямляемых дуг γ ⊂ D, соединяющих точки a1 и a2 вD.Изме-
римая по Борелю функция ρ(x) ≥ 0 в D называется (p, β)−допустимой
для семейства Γ(a1, a2), если∫

γ

ρ(x)dH1
X ≥ 1, ∀ γ ∈ Γ(a1, a2), (5.3.15)

и существует постоянная β > 0 такая, что каждая из функций

φa(r) =
1

rn−p+β

∫
BD(a,r)

ρp ∗ 11X , a = a1, a2, (5.3.16)

является неубывающей на (0, d0), d0 = d(a1, a2).
Величина

modp,β Γ(a1, a2) = inf
ρ

∫
D(a1,a2)

ρp ∗ 11X , (5.3.17)

где точная нижняя грань берется по всем (p, β)−допустимым функци-
ям ρ(x) для семейства Γ(a1, a2), называется (p, β)−модулем семейства
Γ(a1, a2).

Следующая теорема частично решает проблему непрерывности вблизи
границы D функций класса W 1,p(D).

Теорема 5.3.2 Пусть f ∈ W 1,p(D) и пусть существуют β > 0, δ > 0
такие, что для каждой точки a ∈ D функция

φa(r) =
1

rn−p+β

∫
BD(a,r)

|∇f(x)|p ∗ 11X (5.3.18)

является неубывающей на (0, δ]. Тогда
(i) если существует точка x0 ∈ D, для которой

inf
a∈D

modp,β Γ(a, x0) = α > 0, (5.3.19)
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то функция f(x) ограничена в D, причем

sup
x∈D

|f(x)| ≤ |f(x0)|+

 1

α

∫
D

|∇f(x)|p ∗ 11X

 1
p

; (5.3.20)

(ii) если существует функция η(t) : [0, δ) → (0,∞), η(t) → ∞ при
t→ 0 такая, что для всякой пары точек a1, a2 ∈ D, d0 = d(a1, a2) < δ,
выполнено неравенство

modp,βΓ(a1, a2) d
p−n−β
0 ≥ η

(
d0
)
, (5.3.21)

то функция f непрерывна вплоть до границы области D, причем для
любых a1, a2 ∈ D, d0 = d(a1, a2) < δ, справедлива оценка

|f(a1)− f(a2)| ≤

2 δp−n−β

η
(
d0
) ∫

D

|∇f(x)|p ∗ 11X

 1
p

. (5.3.22)

Доказательство теоремы 5.3.2 весьма несложно. Пусть x0, a – произ-
вольная пара точек в D. Выберем

ρ(x) =
|∇f(x)|

|f(a)− f(x0)|
.

Предположения, накладываемые на функцию (5.3.18), влекут, что функ-
ция ρ(x) обладает свойством (5.3.16) в каждой из точек x0 и a. Поскольку
для каждой из дуг γ ∈ Γ(a, x0) выполнено∫

γ

|∇f(x)| dH1
X ≥ |f(a)− f(x0)|,

то ρ(x) удовлетворяет неравенству (5.3.15) и, таким образом, данная
функция (p, β)-допустима для семейства Γ(a, x0). В силу (5.3.17), име-
ем

modp,β Γ(a, x0) ≤
1

|f(a)− f(x0)|p

∫
D(a,x0)

|∇f(x)|p ∗ 11X .



5.3. ГРАНИЧНЫЕ ВЕРСИИ 347

Отсюда,

|f(a)− f(x0)| ≤

 1

α

∫
D

|∇f(x)|p ∗ 11X

 1
p

,

что влечет (5.3.20) и обеспечивает справедливость утверждения (i) тео-
ремы.

Докажем утверждение (ii). Зафиксируем произвольно пару точек

a1, a2 ∈ D , d0 < δ .

Как и выше, проверяем, что функция

ρ(x) =
|∇f(x)|

|f(a1)− f(a2)|
допустима для семейства дуг Γ(a1, a2), и, тем самым,

|f(a1)− f(a2)|p modp,β Γ(a1, a2) ≤
∫

D(a1,a2)

|∇f(x)|p ∗ 11X . (5.3.23)

На основании монотонности функции (5.3.18), для любого k = 1, 2
можно записать

1

dn−p+β0

∫
BD(ak,d0)

|∇f(x)|p ∗ 11X ≤
1

δn−p+β

∫
BD(ak,δ)

|∇f(x)|p ∗ 11X .

Тем самым, ∫
D(a1,a2)

|∇f(x)|p ∗ 11X ≤
2∑

k=1

∫
BD(ak,d0)

|∇f(x)|p ∗ 11X ≤

≤ dn−p+β0

δn−p+β

2∑
k=1

∫
BD(ak,δ)

|∇f(x)|p ∗ 11X ≤ 2
dn−p+β0

δn−p+β

∫
D

|∇f(x)|p ∗ 11X ,

и соотношение (5.3.23) влечет

|f(a1)− f(a2)|p modp,β Γ(a1, a2) d
p−n−β
0 ≤
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≤ 2

δn−p+β

∫
D

|∇f(x)|p ∗ 11X .

Применяя условие (5.3.21), приходим к (5.3.22).
Теорема 5.3.2 редуцирует проблему получения гельдеровских оценок

для W 1,p-функций к задаче поиска подходящих оценок (p, β)-модуля
для соответствующих классов дуг Γ(a1, a2). С этой точки зрения утвер-
ждение (ii) теоремы 5.1.1 может трактоваться как нижняя оценка для
modp,β Γ(a1, a2). Далее мы приводим модификацию этой оценки, адек-
ватную оценке модуля непрерывности вблизи границы W 1,p-функции.

Пусть D ⊂ X – область, a ∈ D – точка, и ε > 0. Предположим,
что радиус инъективности экспоненциального отображения удовлетво-
ряет требованию rinj(a) ≥ ε. Обозначим через GD(a, ε) множество всех
точек x ∈ D ∩ B(a, ε), каждая из которых может быть соединена с a
посредством геодезического сегмента l(x, a), целиком лежащего в D.

В шаре B(a, ε) вводим сферические координаты

(r, θ) , 0 ≤ r ≤ ε , θ ∈ Sn−1 ,

с полюсом в точке a. Для произвольного r ∈ (0, ε) символом Σ∗
D(a, r)

будем обозначать проекцию ΣD(a, r) на Sn−1, то есть множество всех
θ ∈ Sn−1 таких, что каждый из геодезических сегментов, выходящих из
a в направлении θ, пересекает поверхность ΣD(a, r).

Заметим, что

SD(a, r) =

∫
ΣD(a,r)

dHn−1 =

∫
Σ∗D(r,θ)

Ga(r, θ) dθ.

Теорема 5.3.3 Пусть X – n-мерное риманово многообразие и D ⊂ X
– область. Пусть a1, a2 ∈ D – пара точек, в которых многообразие X
удовлетворяет условиям a), b) с постоянной δ = d0 = d(a1, a2). Предпо-
ложим, что существуют постоянные c′1, c′2, 0 < c′1 < c′2 ≤ ωn−1, c

′
3, c

′
4,

0 < c′3 < c′4 <∞, для которых при почти всех r ∈ (0, d0) имеют место
неравенства

c′1 ≤ Hn−1 (Σ∗
D(ak, r)) ≤ c′2 (k = 1, 2), (5.3.24)

и
c′3r

n−2 ≤ S ′D(ak, r) ≤ c′4r
n−2 (k = 1, 2). (5.3.25)
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Тогда для любого p ≥ 1 и любого β > 0 выполнено

dn−p−np0 (HnQD(a1, a2))
p ≤ 2p+1(c′7)p modp,β Γ(a1, a2). (5.3.26)

Здесь
QD(a1, a2) = GD(a1, d0) ∩ GD(a2, d0)

и мы можем положить

c′7 =

(
c2
c1

)2
c′2
c′1

(
c′4

n(n− 1)

)p−1
p p

np+ β

(
1 + (n− 1)

p

β

(
c′4
c′3

)2
)
.

Доказательство лишь незначительно отличается от доказательства
утверждения (ii) теоремы 5.1.1. Пусть ρ(x) ≥ 0 – произвольная функция,
удовлетворяющая условиям (5.3.15), (5.3.16). Для всякого x ∈ QD(a1, a2)
можно записать

inf
γ∈Γ(a1,a2)

∫
γ

ρdH1
X ≤ R(Γ) ≡ inf

x∈QD(a1,a2)

 ∫
l1(x)

ρdH1
X +

∫
l2(x)

ρdH1
X

 ,

где lk(x) (k = 1, 2) означает отрезок геодезической от x до ak.
Интегрируя по QD(a1, a2), получаем

R(Γ)Hn (QD(a1, a2)) ≤
∫

BD(a1,d0)

∗11X
∫
l1(x)

ρ dH1
X+

+

∫
BD(a2,d0)

∗11X
∫
l2(x)

ρ dH1
X ≡ I1 + I2. (5.3.27)

Для каждого k = 1, 2 имеем

Ik =

d0∫
0

dr

∫
ΣD(ak,r)

dHn−1
x

∫
lk(x)

ρ dH1
X =

=

d0∫
0

dr

∫
Σ∗D(ak,r)

Gak
(r, θ)dθ

r∫
0

ρ(t, θ)dt ≤
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≤ c2

d0∫
0

∆(r)dr

∫
Σ∗D(ak,r)

dθ

r∫
0

ρ(t, θ)dt =

= c2

d0∫
0

∆(r)dr

r∫
0

dt

∫
Σ∗D(ak,r)

ρ(t, θ)dt. (5.3.28)

Поскольку

Jk(r) ≡
∫

BD(ak,r)

ρp ∗ 11X =

r∫
0

dt

∫
Σ∗D(ak,r)

Gak
(t, θ)ρ(t, θ)dθ,

то
J ′k(r) =

∫
Σ∗D(ak,r)

Gak
(r, θ)ρ(r, θ)dθ ≥ c1∆(r)

∫
Σ∗D(ak,r)

ρ(r, θ)dθ,

а в соответствии с (5.3.28) находим

Ik ≤
c2
c1

d0∫
0

∆(r)dr

r∫
0

J ′k(t)

∆(t)
dt.

Условие (5.1.5) влечет

c1∆(r)Hn−1Σ∗
D(ak, r) ≤

∫
Σ∗D(ak,r)

Gak
(r, θ)dθ ≤ c2∆(r)Hn−1 (Σ∗

D(ak, r)) ,

а неравенство, двойственное (5.3.24) дает
1

c2c′2
SD(ak, r) ≤ ∆(r) ≤ 1

c1c′1
SD(ak, r).

Откуда приходим к неравенству

Ik ≤
(c2
c1

)2c′2
c′1

d0∫
0

SD(ak, r)dr

r∫
0

J ′k(t)

SD(ak, t)
dt. (5.3.29)
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Пользуясь аргументами, аналогичными примененным в доказатель-
стве утверждения (ii), в силу (5.3.24) и (5.3.25) сначала получаем оценку

Jk(r) ≤
(

c′4
n(n− 1)

)p−1
p

K
1
p

k r
n−1+β

p , Kk =
1

dn−p+β0

∫
BD(ak,d0)

ρp ∗ 11X

и, далее, оценку
d0∫

0

SD(ak, r)dr

r∫
0

J ′k(t)

SD(ak, t)
dt =

=

d0∫
0

Jk(r)dr +

d0∫
0

SD(ak, r)dr

r∫
0

Jk(t)

S2
D(ak, t)

S ′D(ak, t)dt ≤

≤
(

c′4
n(n− 1)

)p−1
p

K
1
p

k

p

np+ β

(
1 + (n− 1)

p

β

(
c′4
c′3

)2
)
d
n+β

p

0 , ∀r ≤ d0.

Так как

K
1
p

1 +K
1
p

2 ≤ 2
(
K1 +K2

) 1
p ≤ 21+ 1

p d
(p−n−β)/p
0

 ∫
D(a1,a2)

ρp ∗ 11X


1
p

,

то неравенства (5.3.27), (5.3.29) приводят к оценке

d
(n−p−np)/p
0 R(Γ)Hn (QD(a1, a2)) ≤

≤
(
c2
c1

)2
c′2
c′1

(
c′4

n(n− 1)

)p−1
p p

np+ β

(
1 + (n− 1)

p

β

(
c′4
c′3

)2
)
×

×21+ 1
p

 ∫
D(a1,a2)

ρp ∗ 11X


1
p

.
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Это неравенство означает, что для произвольной функции ρ ∈ Lp(D)
выполняется

dn−p−np0 (Hn (QD(a1, a2)))
p ≤

(
c′7
)p

∫
BD(ak,d0)

ρp ∗ 11X

infγ∈Γ(a1,a2)

∫
γ

ρdH1
X

p ,

где c′7 – постоянная, определенная в теореме 5.3.3.
Из определения (p, β)−модуля семейства Γ(a1, a2) легко вывести необ-

ходимое неравенство (5.3.26). �



Глава 6

Отображения с ограниченным
искажением

Изучаются асимптотические свойства отображений с ограниченным ис-
кажением на некомпактных римановых многообразиях.

6.1 Оценки с использованием изопериметрии

Приводятся оценки скорости роста интеграла энергии для отображения
с ограниченным искажением f : X → Y многообразий в терминах спе-
циальных изопериметрических условий на Y . В качестве приложения
доказываются теоремы типа Фрагмена – Линделефа [68], [201], [203].

6.1.1 Области роста

Пусть D ⊂ C – неограниченная область и пусть w = f(z) – голоморфная
функция, непрерывная на замыкании D. Принцип Фрагмена – Линделе-
фа [223] традиционно формулируется в виде альтернативы :
α) если Ref(z) ≤ 1 всюду на границе ∂D, то либо Ref(z) растет с

достаточно высокой скоростью при z → ∞, либо Ref(z) ≤ 1 при всех
z ∈ D;
β) если |f(z)| ≤ 1 на ∂D, то либо |f(z)| растет с достаточно высокой

скоростью при |z| → ∞, либо |f(z)| ≤ 1 при всех z ∈ D.

353
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Здесь скорость роста величин Ref(z) и |f(z)| зависит от ”ширины”
области D вблизи бесконечности и чем ”уже” область, тем выше скорость
роста.

Не трудно доказать, что эти условия эквивалентны условиям:
α1) если Ref(z) = 1 на ∂D и Ref(z) ≥ 1 в D, то либо Ref(z) растет

с достаточно высокой скоростью при z →∞, либо f(z) ≡ const;
β1) если |f(z)| = 1 на ∂D и |f(z)| ≥ 1 в D, тогда либо |f(z)| возрастает

с достаточно высокой скоростью при z →∞, либо f(z) ≡ const.
Пусть D – неограниченная область в Rn и пусть f = (f1, f2, . . . , fn) :

D → Rn , – отображение с ограниченным искажением. Предположим,
что f ∈ C0(D). Кажется вполне естественным рассмотреть альтернативу
Фрагмена – Линделефа при следующих предположениях:

a) f1(x)|∂D = 1 и f1(x) ≥ 1 всюду в D,

b)
p∑
i=1

f 2
i (x)|∂D = 1 и

p∑
i=1

f 2
i (x) ≥ 1 на D, 1 < p < n,

c) |f(x)| = 1 на ∂D и |f(x)| ≥ 1 на D.

Ряд формулировок принципа Фрагмена – Линделефа в разных предпо-
ложениях можно найти в [72], [230], [17], [159], [198], [199]. Однако, эти ре-
зультаты носят во многом качественный характер. Здесь мы предлагаем
иной подход к теоремам типа Фрагмена – Линделефа для отображений
с ограниченным искаженим, базирующийся на изопериметрии. Данный
подход ведет к результатам, близким к точным, и может быть исполь-
зован также при доказательстве теорем типа Фрагмена – Линделефа на
римановых многообразиях.

Пусть Y — n-мерное некомпактное риманово C3-многообразие с ку-
сочно-гладким краем ∂Y (возможно пустым). Будем говорить, что функ-
ция u класса C0(Y)∩W 1,n(Y) есть функция роста и Y есть области роста,
если

(i) u ≥ 1,

(ii) u|∂Y = 1, если ∂Y 6= ∅ и supy∈Y u(y) = +∞.

Рассмотрим отображение с ограниченным искажением f : X → Y , где
X есть некомпактное риманово C3-многообразие,

dimX = n и ∂X 6= ∅ .
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Предположим, что f(∂X ) ⊂ ∂Y . Далее под принципом Фрагмена – Лин-
делефа для отображения f мы будем понимать альтернативу вида: либо
u(f(x)) имеет достаточно высокий рост в X , либо f(x) ≡ const.

Выбирая область роста Y и функцию роста u(y), мы будем полу-
чать различные формулировки принципа Фрагмена – Линделефа для
отображений с ограниченным искажением. Как показывают примеры в
[72], наилучшие результаты получаются, если в качестве функции ро-
ста выбирается n-гармоническая функция. В случае a) в качестве об-
ласти роста выбирается Y = {y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn : y1 ≥ 0}, а в
качестве функции роста мы полагаем u(y) = y1 + 1; в случае b) об-
ласть роста Y есть множество {y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn :

∑p
i=1 y

2
i ≥ 1},

1 < p < n, и u(y) = (
∑p

i=1 y
2
i )

(n−p)/(2(n−1)); в случае c) область роста есть
Y = {y ∈ Rn : |y| > 1} и функция роста u(y) = ln |y|+ 1.

Наш подход базируется на изопериметрических условиях для Y с мет-
рикой dsu, определенной с помощью функции роста. Для многообразий
размерности dimX = dimY = n > 2 имеется много различных изопери-
метрических типов, не эквивалентных друг другу, см. [20].

Стандартное изопериметрическое неравенство связывает объем n-мер-
ной области и (n−1)-мерную площадь его границы либо объем и диаметр
области. Можно указать неравенства, связывающие смешанные объемы
в смысле Минковского выпуклой оболочки и его границы [20, глава 4] и
др. Каждый из указанных изопериметрических типов имеет свои преде-
лы применимости и освещают различные аспекты общей проблемы. Мы
рассмотрим здесь только классический изопериметрический тип, наде-
ясь вернуться к общему случаю в другом месте.

6.1.2 Специальная функция исчерпания

Ниже удобно пользоваться специальными функциями исчерпания неком-
пактного многообразия, понимаемыми в несколько более широком смыс-
ле, нежели введенные ранее в разделе 1.1.9. Именно, пусть X – неком-
пактное риманово многообразие с краем ∂X (возможно пустым). Пред-
положим, что A удовлетворяет (2.2.15), (2.2.16) и пусть h : X → (0,∞)
– функция исчерпания, подчиненная условиям :
a1) существует компактное множества K ⊂ X такое, что h является

решением (2.2.18) в X \K;
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a2) для почти всех t1, t2 ∈ (0,∞), t1 < t2, выполнено∫
Σh(t2)

〈
∇h
|∇h|

, A(x,∇h)
〉
dHn−1 =

∫
Σh(t1)

〈
∇h
|∇h|

, A(x,∇h)
〉
dHn−1.

Здесь dHn−1 – элемент (n − 1)−мерной меры Хаусдорфа на Σh. Функ-
ции исчерпания с такими свойствами будут называться специальными
функциями исчерпания X относительно A. В большинстве случаев в
качестве отображения A будет выступать n−лапласиан, для которого

A(x, h) = |h|n−2 h .

Так как единичный вектор ν = ∇h/|∇h| ортогонален h–сфере Σh, то
предположение a2) означает, что поток векторного поля A(x,∇h) через
h–сферы Σh(t) постоянен.

Предположим, что функция A(x, ξ) непрерывно дифференцируема.
Если
b1) h ∈ C2(X \K), удовлетворяет уравнению (2.2.18), и
b2) в каждой точке x ∈ X , где ∂X имеет касательную плоскость

Tx(∂X ) выполнено условие

〈A(x,∇h(x)), ν〉 = 0 ,

где ν – единичный вектор внутренней нормали к границе ∂X , то h есть
специальная функция исчерпания многообразия X .
Доказательство этого утверждения весьма несложно. Рассмотрим об-
ласть

X (t1, t2) = {x ∈ X : t1 < h(x) < t2}, 0 < t1 < t2 <∞,

с границей ∂X (t1, t2). Пользуясь формулой Остроградского – Гаусса,
имеем∫

Σh(t2)

〈
∇h
|∇h|

, A(x,∇h)
〉
dHn−1 −

∫
Σh(t1)

〈
∇h
|∇h|

, A(x,∇h)
〉
dHn−1 =

=

∫
∪i=1,2Σh(ti)∪∂X (t1,t2)

〈ν, A(x,∇h)〉 dHn−1 =

∫
∂X (t1,t2)

〈ν, A(x,∇h)〉 dHn−1
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=

∫
X (t1,t2)

divA(x,∇h) ∗ 11 = 0.

Эти вычисления обеспечивают справедливость свойства a2). �

6.1.3 Энергетические оценки

Пусть Y – некомпактное риманово многообразие размерности n. Обо-
значим через dsY элемент длины в Y . Пусть u – локально липшицева
функция в Y такая, что u ≥ 1 и u 6≡ 1.

Предположим, что u|∂Y = 1, если ∂Y 6= ∅ и supy∈Y u(y) = ∞, то есть,
u(y) – функция роста на Y .

Рассмотрим метрику ds = dsu = |∇u(y)|dsY . Здесь ∇u(y) – градиент
u. Если ∇u(y) не определена в точке y ∈ Y , то мы полагаем |∇u(y)| = 1.
Для произвольной области G ⊂ Y символом ∂′G = ∂G\∂Y , как обычно,
обозначаем границу G относительно Y . Символом

Vu,Y(G) =

∫
G

|∇u(y)|n ∗ 11Y

обозначаем объем в метрике ds, и символом

Au,Y(∂′G) =

∫
∂′G

|∇u(y)|n−1dHn−1
Y

– площадь относительной границы ∂′G в метрике ds.
Рассмотрим изопериметрические профили многообразия Y с метрикой

dsu.
1 Именно, изопериметрический профиль пары (Y , dsu) – это функция

θu,Y : [0, v) → R+, v = Vu,Y(Y),

определяемая соотношением

θu,Y(τ) = inf {Au,Y(∂′G) , где G ⊂ Y − компактная подобласть

с площадью границы Hn−1(∂′G) <∞, Vu,Y(G) = τ},
1Имеет смысл сравнить с соответствующим понятием раздела 3.3.1.
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т.е. изопериметрический профиль θu,Y есть наилучшая из функций θ та-
ких, что

θ(Vu,Y) ≤ Au,Y(∂′G). (6.1.1)
Пусть u = u(y) – функция роста в Y . Предположим, что u – локаль-

но липшицево субрешение (2.2.18) в Y , где A удовлетворяет (2.2.15) и
(2.2.16) со структурными постоянными ν1, ν2.

Предложение 6.1.1 Пусть b : M → Y – билипшицево отображение
многообразия M на многообразие Y. Если область роста Y удовлетво-
ряет изопериметрическому неравенству (6.1.1) с функцией θ, то функ-
ция u∗ = u ◦ b также является функцией роста в M с изопериметри-
ческим профилем

θu∗,M(t) =
1

kb
θu,Y(t). (6.1.2)

Более того, u∗ есть субрешение уравнения вида (2.2.18), со структур-
ными постоянными

ν ′1 = ν1/kb, ν ′2 = ν2. (6.1.3)
Здесь kb есть максимальная дилатация отображения b.

Доказательство. Заметим сначала, что согласно [170, теорема 14.42]
функция u∗ является субрешением уравнения вида (2.2.18) со структур-
ными постоянными (6.1.3).

Пусть G ⊂M – произвольная предкомпактная область и G′ = b(G) –
ее образ. По определению имеем

Vu∗,M(G) =

∫
G

|∇u∗(m)|n ∗ 11M.

Для почти всех точек m ∈M многообразия выполнено (1.1.2)

∇yu(y) = b′(m)∗∇mu
∗(m).

где b′(m)∗ означает матрицу, полученную транспонированием матрицы
b′(m).

Таким образом,

Vu∗,M(G) ≤ kb

∫
G′

|∇u(y)|n ∗ 11Y = kb Vu,Y(G′).
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Аналогично,

Au,Y(∂′G′) =

∫
∂′G′

|∇u(y)|n−1dHn−1
Y ≤

≤
∫
∂′G

|∇yu(b(m))|n−1|b′(m)|n−1Hn−1
M ≤

≤
∫
∂′G

|∇u∗(m)|n−1Hn−1
M = Au∗,M(∂′G).

Отсюда,

θ(Vu∗,M(G)) ≤ θ(kb Vu,Y(G′)) ≤ kbAu,Y(∂′G′) ≤ kbAu∗,M(∂′G)

и соотношение (6.1.2) действительно имеет место. �

Пример 6.1.1 Предположим, что областью роста Y ⊂ Rn является по-
лупространство y1 ≥ 0 и u(y) = y1 + 1. В данном случае неравенство
(6.1.1) есть простое следствие классического изопериметрического нера-
венства в Rn, связывающего объем области и площадь ее границы.

Здесь, как и в разделе 3.3.1, имеем

θ(t) = L t(n−1)/n, (6.1.4)

где L = (ωn−1/2)1/nn(n−1)/n и ωn−1 есть (n− 1)–мерная площадь единич-
ной сферы Sn−1(0, 1) ⊂ Rn.

Таким образом, каждое многообразие, билипшицево эквивалентное по-
лупространству в Rn, имеет функцию роста со свойствами (i), (ii) раз-
дела 6.1.1, и удовлетворяет изопериметрическому неравенству (6.1.1) с
функцией θ(t) = L

kb
t(n−1)/n.

Пусть X – n-мерное риманово многообразие с краем ∂X (возможно пу-
стым). Зафиксируем локально липшицеву функцию исчерпания

h : X → (0,∞) , h = inf
x∈X

h(x) .

Пусть f : X → Y – отображение с ограниченным искажением и пусть
f(∂X ) ⊂ ∂Y . Предположим, что многообразие Y удовлетворяет изопе-
риметрическому условию (6.1.1) с функцией θ.
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Заметим сначала, что для почти всех t ∈ (h,∞) ограничение отобра-
жения f на h-сферу Σh(t) принадлежит классу W 1,n

loc . Фиксируем про-
извольно t ∈ (h,∞) и обозначим через B′(t) образ h-шара Bh(t) при
отображении y = f(x).

Так как отображение f : X → Y является отображением с ограничен-
ным искажением, оно открыто и дискретно. Для произвольного y ∈ B′

(t)
обозначим через N(y, t) число прообразов точек x ∈ Bh(t), для которых
f(x) = y.

Положим Σ′(t) = f(Σh(t)).
Пользуясь θ-изопериметрией многообразия Y , имеем

θ
( ∫
B′(t)

|∇u(y)|n ∗ 11Y
)
≤

∫
∂′B′(t)

|∇u(y)|n−1Hn−1
Y .

Сужение отображения f на Σh(t) обладает N -свойством Лузина, а в силу
f(∂X ) ⊂ ∂Y , мы можем утверждать, что ∂′B′(t) ⊂ Σ′(t). Выполняя
замену переменных, находим

θ
( ∫
B(t)

|∇yu(f(x))|nJf(x)N(f(x), t)−1 ∗ 11X
)
≤

≤
∫

Σh(t)

|∇yu(f(x))|n−1N(f(x), t)−1dHn−1
X .

Данное неравенство, условие (1.1.17) и неравенство Гельдера влекут

θ
(
K−1

∫
Bh(t)

|∇yu(f(x))|n|f ′(x)|nN(f(x), t)−1 ∗ 11X
)
≤

≤
( ∫
Σh(t)

N(f(x), t)−1|∇h|n−1dHn−1
X

)1/n
×

×
( ∫
Σh(t)

|∇yu(f(x))|n|f ′(x)|nN(f(x), t)−1dHn−1
X

|∇h|

)(n−1)/n
.
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Положим

J(t) =

∫
Bh(t)

|∇yu(f(x))|n|f ′(x)|nN(f(x), t)−1 ∗ 11X .

На основании формулы Кронрода – Федерера

J(t) =

t∫
h

dτ

∫
Σh(τ)

|∇yu(f(x))|n|f ′(x)|nN(f(x), t)−1dHn−1
X

|∇h|

замечаем, что для почти всех t ∈ (h,∞)

J ′(t) =

∫
Σh(t)

|∇yu(f(x))|n|f ′(x)|nN(f(x), t)−1dHn−1
X

|∇h|
.

Таким образом,

θn/(n−1)
(
J(t)

K

)
≤ J ′(t)

 ∫
Σh(t)

|∇h|n−1 dHn−1
X

N(f(x), t)


1/(n−1)

. (6.1.5)

Для произвольного t > h полагаем Nf(t) = infx∈Bh(t)N(f(x), t). Нера-
венство (6.1.5) принимает вид

N
1/(n−1)
f (t)θn/(n−1)

(
J(t)

K

)
≤ J ′(t)

( ∫
Σh(t)

|∇h|n−1dHn−1
X

)1/(n−1)
. (6.1.6)

Теорема 6.1.1 Пусть h – специальная функция исчерпания X . Пред-
положим, что многообразие X удовлетворяет условию

∞∫
dt
( ∫
Σh(t)

|∇h|n−1 dHn−1
X

)1/(1−n)
= ∞. (6.1.7)
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Если многообразие Y является θ-изопериметрическим с функцией θ(t),
для которой

∞∫
θ(t)n/(1−n)dt <∞, (6.1.8)

то всякое отображение с ограниченным искажением

f : X → Y , f(∂X ) ⊂ ∂Y при ∂X 6= ∅ ,

есть тождественно постоянная вектор-функция.

Доказательство. Воспользуемся неравенством (6.1.6). Заметим, что ве-
личина Nf(t) ≥ 1. Проинтегрируем это дифференциальное неравенство.
При всяком τ > h+ 1 имеем

τ∫
h+1

dt
( ∫
Σh(t)

|∇h|n−1 dHn−1
X

)1/(1−n)
≤

CJ(τ)∫
CJ(h+1)

θ(t)n/(1−n)dt, (6.1.9)

где C = 1/K.
Если J(τ) 6≡ 0, то условия (6.1.7) и (6.1.8) ведут к противоречию. Тем

самым, J(τ) ≡ 0 и, следовательно, f(x) ≡ const. �

Данная теорема является некоторой версией теоремы Лиувилля для
отображений с ограниченным искажением f : X → Y римановых много-
образий. Выберем функцию роста u следующим образом.

Пусть Y – риманово многообразие с непустым краем ∂Y . Положим
u(y) = ρ(y, ∂Y)+1, где ρ(y, ∂Y) – расстояние от точки y до границы ∂Y .
Тогда u(y) ≥ 1 и u локально липшицева функция на Y , подчиненная
условию |∇u(y)| = 1 почти всюду на Y .

Если край ∂Y = ∅, то зафиксируем произвольно точку y0 ∈ Y и поло-
жим u(y) = ρ(y, y0) + 1.

Ясно, что выбранная таким образом функция u(y) является функцией
роста для многообразия Y . Кроме того, для произвольной подобласти
G ⊂ Y с границей ∂′G = ∂G \ ∂Y относительно Y мы имеем: Vu,Y(G)
есть объем G в стандартной метрике пространства Rn, а Au,Y(∂′G) есть
(n− 1)−мерная площадь.
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Изопериметрическое неравенство (6.1.1) теперь принимает вид

θ

∫
G

∗11Y

 ≤
∫
∂′G

dHn−1
Y . (6.1.10)

Отсюда получаем

Следствие 6.1.1 Пусть f : X → Y – отображение с ограниченным ис-
кажением такое, что f(∂X ) ⊂ ∂Y при ∂X 6= ∅. Пусть h : X → (0,∞)
– функция исчерпания X , удовлетворяющая условию (6.1.7). Тогда ес-
ли для многообразия Y выполняется (6.1.10), где функция θ обладает
свойством (6.1.8), то f ≡ const.

В силу (3.3.4), (6.1.7) и (6.1.8), имеем

Следствие 6.1.2 Пусть Y – полное односвязное n−мерное риманово
многообразие с секционной кривизной KY ≤ k < 0, k = const. Пусть
f : X → Y – отображение с ограниченным искажением и f(∂X ) ⊂ ∂Y
при ∂X 6= ∅.

Если многообразие X удовлетворяет (6.1.7), то f ≡ const.

Пример 6.1.2 Пусть X – двумерная евклидова плоскость и пусть Y
есть плоскость Лобачевского H2. Выберем h(x) = |x|. Тогда |∇h| ≡ 1 и
предположение (6.1.7) выполняется.

Плоскость Лобачевского θ-изопериметрична с функцией

θ(t) =
√

4πt+ t2

(см., например, [20, §2 главы I]). Тем самым, предположение (6.1.8) также
удовлетворено.

Отсюда заключаем, что всякое отображение с ограниченным искаже-
нием f : R2 → H2 является тождественно постоянным.
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Рассмотрим случай, в котором h : X → (0,∞) является специальной
функцией исчерпания на X . Тогда интеграл

I =

∫
Σh(t)

〈
∇h
|∇h|

, A(m,∇h)
〉
dHn−1

X

не зависит от t.
Пользуясь структурными ограничениями (2.2.15), (2.2.16), замечаем,

что 〈
∇h
|∇h|

, A(m,∇h)
〉
≥ ν1 |∇h|n−1

и 〈
∇h
|∇h|

, A(m,∇h)
〉
≤ |A(m,∇h)| ≤ ν2 |∇h|n−1.

Тем самым, для всякого t ∈ (0,∞) выполнено
1

ν2
I ≤

∫
Σh(t)

|∇h|n−1 dHn−1
X ≤ 1

ν1
I. (6.1.11)

Условие (6.1.7) на многообразие X выполняется автоматически. Таким
образом, мы получаем

Следствие 6.1.3 Предположим, что многообразие X обладает специ-
альной функцией исчерпания h : X → (0,∞), а многообразие Y являет-
ся θ-изопериметричным с функцией θ(t), удовлетворяющей предполо-
жению (6.1.8). Тогда всякое отображение с ограниченным искажением

f : X → Y , f(∂X ) ⊂ ∂Y при ∂X 6= ∅
есть тождественная постоянная.

Соотношения (6.1.5), (6.1.9) суть источники различных разновидностей
теорем типа теоремы Лиувилля. Эти теоремы дают оценки минимально
допустимой скорости роста интеграла энергии нетривиального отобра-
жения с ограниченным искажением f : X → Y . Рассмотрим пример.

Пусть Y – многообразие, билипшицево эквивалентное полупростран-
ству в Rn. Как было показано выше в примере (6.1.1), изопериметриче-
ская функция здесь имеет вид θ(t) = (L/kb) t

(n−1)/n, где L есть постоян-
ная из (6.1.4) и kb есть максимальная дилатация билипшицева отображе-
ния. Интеграл в правой части неравенства (6.1.9) вычисляется и данное
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неравенство принимает вид

J(h+ 1) ≤ J(τ) exp

−
(
L

kb

) n
n−1

τ∫
h+1

dt

 ∫
Σh(t)

|∇h|n−1 dHn−1
X


1

1−n

 ,

где

J(t) =

∫
Bh(t)

|f ′(x)|n ∗11X
N(f(x), t)

есть специальный случай интеграла из теоремы 6.1.1.
Если функция исчерпания h многообразия X является специальной

функцией исчерпания, то в силу (6.1.11) для каждого τ ′′ > τ ′ ≥ h + 1
имеем

(τ ′′ − τ ′)

(
I

ν1

)1/(1−n)

≤
τ ′∫
τ ′

dt

 ∫
Σh(t)

|∇h|n−1 dHn−1
X


1/(1−n)

(6.1.12)

≤ (τ ′′ − τ ′)

(
I

ν2

)1/(1−n)

.

Здесь I есть поток векторного поля A(x,∇h) через h–сферы Σh(t).

В этих предположениях на основании (3.3.3) получаем.

Следствие 6.1.4 Пусть Y – полное односвязное n−мерное риманово
многообразие секционной кривизны KY ≤ 0. Если многообразие X име-
ет специальную функцию исчерпания, то всякое отображение с огра-
ниченным искажением f : X → Y, f(∂X ) ⊂ ∂Y при ∂X 6= ∅, удовле-
творяющее условию

lim
τ→0

J(τ) exp

{
−cn

(
I

ν1

)−1/(n−1)

τ

}
= 0 ,

является тождественно постоянным.

На основании (6.1.2), (6.1.3), (6.1.4) приходим к утверждению.
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Следствие 6.1.5 Если многообразие X имеет специальную функцию
исчерпания h, а многообразие Y билипшицево эквивалентно полупро-
странству, то всякое отображение с ограниченным искажением f :
X → Y, f(∂X ) ⊂ ∂Y при ∂X 6= ∅, обладающее свойством

lim inf
τ→∞

J(τ) exp

{
−
(
L

kb

)n (
I

ν1

)−1/(n−1)

τ

}
= 0 ,

является тождественно постоянным. Здесь kb – максимальная дила-
тация билипшицева отображения b.

6.1.4 Альтернатива Фрагмена – Линделефа

Пусть X , Y – некомпактные римановы многообразия,

dimX = dimY = n ≥ 2 .

Пусть h : X → (0,∞) – функция исчерпания X и u(y) ≥ 1 – функция
роста, определенная на многообразии Y . Предположим, что u(y) удовле-
творяет условию (3.2.7).

Предположим, что f : X → Y есть отображение с ограниченным ис-
кажением. Функция u∗(x) = u(f(x)) является субрешением некоторого
уравнения вида (2.2.18), подчиненного условиям (2.2.15), (2.2.16) с p = n
и структурными постоянными ν ′1 = ν1/K, ν ′2 = ν2K.

Фиксируем τ ′′ > τ ′ > h+1. Выберем произвольно локально липшицеву
функцию

φ : (0,∞) → (0, 1), φ(τ) = 1 при τ ≤ τ ′, φ(τ) = 0 при τ ≥ τ ′′.

Функция u∗(x)− 1 является решением дифференциального неравенства
(3.2.6). Так как u∗(x) − 1 ≥ 0 и (u∗(x) − 1)|∂X = 0, выбирая в (3.2.7) в
качестве пробной функции θ(x) = (u∗(x)− 1)φn(h(x)), мы имеем∫

X

φn(h)〈∇u∗, A(x,∇u∗)〉 ∗ 11X ≤

≤ −n
∫
X

(u∗ − 1)φn−1(h)φ′(h)〈∇h,A(x,∇u∗)〉 ∗ 11X ≤
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≤ n

∫
X

|u∗ − 1|φn−1(h) |φ′(h)| |∇h| |A(x,∇u∗)| ∗ 11X ≤

≤ n
(∫
X

φn(h) |A(x,∇u∗)|
n

n−1

)n−1
n ∗ 11X

(∫
X

|u∗ − 1|n |φ′(h)|n |∇h|n
) 1

n ∗ 11X .

Используя условия (2.2.15), (2.2.16) с указанными выше структурными
постоянными ν ′1, ν ′2, получаем

cn1

∫
X

φn(h) |∇u∗|n ∗ 11X ≤
∫
X

|u∗ − 1|n |φ′(h)|n |∇h|n ∗ 11X ,

где

c1 =
ν ′1
nν ′2

=
ν1

ν2
(nK2)−1.

Указанный выше специальный выбор функции φ влечет

cn1

∫
Bh(τ ′)

|∇u∗|n ∗ 11X ≤
∫

Bh(τ ′′)\Bh(τ ′)

|u∗ − 1|n |φ′(h)|n |∇h|n ∗ 11X .

На основании принципа максимума находим

cn1

∫
Bh(τ ′)

|∇f |n ∗ 11X ≤Mn(τ ′′)

∫
Bh(τ ′′)\Bh(τ ′)

|φ′(h(x))|n|∇h|n ∗ 11X , (6.1.13)

где
M(τ) = max

Σh(τ)
|u∗(x)− 1|.

Нам необходимо найти минимум интеграла

I(φ) =

∫
Bh(τ ′′)\Bh(τ ′)

|φ′(h(x))|n|∇h|n ∗ 11X

в классе допустимых функций φ.
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Интегрируя по множествам уровня функции h, имеем

I(φ) =

τ ′′∫
τ ′

|φ′(t)|ndt
∫

Σh(t)

|∇h|n−1 dHn−1
X .

Пусть

α(t) =

∫
Σh(t)

|∇h|n−1 dHn−1
X .

Так как φ(τ ′) = 1, φ(τ ′′) = 0, то

1 ≤
τ ′′∫
τ ′

|φ′(t)|dt ≤
( τ ′′∫
τ ′

α(t)|φ′(t)|ndt
)1/n( τ ′′∫

τ ′

α(t)1/(1−n)dt
)(n−1)/n

.

Таким образом,

I(φ) ≥
( τ ′′∫
τ ′

α(t)1/(1−n)dt
)1−n

.

Данное неравенство обращается в равенство при специальном выборе
функции φ

φ(t) =


1, при t ≤ τ ′

β(t), при τ ′ < t < τ ′′

0, при t ≥ τ ′′

где

β(t) =

τ ′′∫
t

α(t)1/(1−n)dt

τ ′′∫
τ ′

α(t)1/(1−n)dt

.
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Отсюда,

min
φ
I(φ) =

( τ ′′∫
τ ′

α(t)1/(1−n)dt
)1−n

и мы получаем

cn1

∫
Bh(τ ′)

|∇u∗|n ∗ 11X ≤Mn(τ ′′)
(
λ(τ ′′)− λ(τ ′)

)1−n (6.1.14)

где

λ(t) =

t∫
h+1

dτ
( ∫
Σh(τ)

|∇h|n−1Hn−1
X

)1/(1−n)
.

Предположим, что кратность отображения f : X → Y подчинена усло-
вию Nf(t) ≥ nf ≥ 1 при всех t > h, где nf – некоторая постоянная.
Интегрируя (6.1.6) при любых τ ′′ > τ ′ > h+ 1 имеем

λ(τ ′′)− λ(τ ′) ≤ K

n
1/(n−1)
f

(
Φ
( 1

K
J(τ ′′)

)
− Φ

( 1

K
J(τ ′)

))
,

где

Φ(t) =

t∫
1

θ(τ)n/(1−n)dτ.

Далее мы заметим, что из (6.1.14) при y = f(x) вытекает

J(t) =

∫
Bh(t)

|∇yu(f(x))|n |f ′(x)|nN(f(x), t)−1 ∗ 11X ≤

≤ 1

nf

∫
Bh(t)

|∇yu(f(x))|n |f ′(x)|n ∗ 11X ≤

≤ K

nf

∫
Bh(t)

|∇yu(f(x))|n Jf(x) ∗ 11X ≤
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≤ KOK

nf

∫
Bh(t)

|∇u∗|n ∗ 11X ≤
KOK

cn1nf
Mn(τ ′′)

(
λ(τ ′′)− λ(τ ′)

)1−n
.

Здесь мы воспользовались также соотношением между ∇yu(f(x)), f ′(x)
и ∇xu

∗, описываемых теоремой 1.1.2, и несложной оценкой

|∇yu(f(x))|n Jf(x) ≤ KO |∇xu
∗(x)|n .

В предположении, что интегралы (6.1.7), (6.1.8) расходятся, приходим
к общему утверждению данного раздела.
Теорема 6.1.2 Пусть f : X → Y – отображение с ограниченным ис-
кажением, f(∂X ) ⊂ ∂Y при ∂X 6= ∅, и пусть при всех t > h выполнено
Nf(t) ≥ nf . Тогда либо величина M(t) растет столь быстро, что

n
1/(n−1)
f

K(f)
≤ lim inf

t′,t′′→∞

1

λ(t′)
Φ

(
c2M

n(t′′)

(λ(t′′)− λ(t′))n−1

)
, (6.1.15)

либо f(x) ≡ const. Здесь

c2 = c−n1 n−1
f KO(f) = nnKOK

2n(f)n−1
f (

ν2

ν1
)n.

В случае, когда h : X → (0,∞) является специальной фунцией исчер-
пания, величина λ(t) обладает оценку вида (6.1.11) в терминах потока I
векторного поля A(m,∇h) через h–сферы. В данной ситуации, пользуясь
(6.1.12), мы вправе записать(

I

ν1

)1/(1−n)

(t− h− 1) ≤ λ(t), ∀ t′′ > t′ ≥ h+ 1

и для всех t′′ > t′ (
I

ν1

)1/(1−n)

(t′′ − t′) ≤ λ(t′′)− λ(t′).

Таким образом, соотношение (6.1.15) может быть существенно упрощено.
Именно, полагая t′′ = t′ + 1, получаем



6.1. ОЦЕНКИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИЗОПЕРИМЕТРИИ 371

Следствие 6.1.6 Предположим, что в условиях теоремы 6.1.2 функ-
ция h : X → (0,∞) является специальной функцией исчерпания. Тогда
либо f(x) ≡ const, либо(

nf I

ν1

)1/(n−1)

K(f)−1 ≤ lim inf
t→∞

1

t
Φ (c3M

n(t)) , (6.1.16)

где c3 = c2 ν
−1
1 I.

Предположим, что многообразие Y подчинено предположениям теоремы
6.1.2. Фиксируем целые 1 ≤ k ≤ n ≤ p и рассмотрим область D ⊂ Rn

вида (1.1.28) для k < n, либо вида (1.1.24) при r2 = ∞ для k = n. Пусть B
– (p−n)-мерное компактное риманово многообразие с краем или без края.
Функция h∗, определенная выражением (1.1.23), где h задана равенством
(1.1.29), является специальной функцией исчерпания многообразия X =
D × B.

При этих предположениях, используя (1.1.17), имеем

Следствие 6.1.7 Пусть f(x, b) : X → Y – отображение с ограничен-
ным искажением, f(∂X ) ⊂ ∂Y, и пусть Nf(t) ≥ nf при всех t > h.
Тогда либо f(x) ≡ const, либо f(x) 6≡ const, а величина Mn(t), равная
Mn(t) = max|x|=t u

∗(x, b) при k = n и Mk(t) = maxdk(x)=t u
∗(x, b) при

k < n, растет столь быстро, что

n− 1

n− k
C(I,K) ≤ lim inf

t→∞
t(k−n)/(n−1)Φ (c3M

n
k (t)) (k < n) , (6.1.17)

где
C(I,K) ≤ lim inf

t→∞

1

ln t
Φ
(
c3M

n
n (t)

)
(k = n) , (6.1.18)

и

C(I,K) =

(
nf I

ν1

)1/(n−1)

K(f)−1 .

Для доказательства соотношения (6.1.17) достаточно заметить, что
если точка (x, b) ∈ Σh(t), то

dk(x) =
n− k

n− 1
t

n−1
n−k .
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Полагая n−k
n−1 t

n−1
n−k = τ, имеем

lim inf
t→∞

1

t
Φ
(
c3M

n(t+ 1)
)

= lim inf
τ→∞

n− k

n− 1
τ

k−n
n−1 Φ

(
c3M

n
k (τ)

)
.

Утверждение следует из (1.1.17).
В случае (6.1.18), обозначая ln τ

r1
= t, находим

lim inf
t→∞

1

t
Φ
(
c3M

n(t+ 1)
)

= lim inf
τ→∞

1

ln τ
Φ
(
c3M

n
n (τ)

)
.

�
Заметим, что в специальном случае, когда X есть неограниченная об-
ласть в Rn и область роста Y ⊂ Rn есть полупространство y1 ≥ 1, можно
положить u(y) = y1. Пользуясь обозначениями примера 6.1.1, имеем

θ(t) =
(ωn−1

2

)1/n
n(n−1)/nt(n−1)/n, Φ(t) =

1

n

( 2

ωn−1

) 1
n−1

ln t.

Пусть

h(x) =
( p∑
i=1

x2
i

)1/2
, 1 ≤ p ≤ n, M(t) = max{f1(x), x ∈ Σh(t)}.

Заметим, что |∇h(x)| ≡ 1. Тогда

λ(t) =

t∫
h+1

|Σh(τ)|1/(1−n)dτ, |Σh(τ)| = Hn−1(Σh(τ)) .

В случае, когда X является конусом в Rn с вершиной в точке x = 0,
выбирая p = n, τ ′′ = 2τ ′, приходим к утверждению

Следствие 6.1.8 Если f = (f1, . . . , fn) : X → Rn – отображение с
ограниченным искажением и его кратность Nf(t) ≥ nf при всех t > h
и f1(x) |∂X ≤ 1, то либо f1(x) ≤ 1 всюду в X , либо

lim inf
t→∞

lnM(t)

ln t
≥
(ωn−1

2

)1/(n−1) n
1/(n−1)
f

K(f)|Σh(1)|1/(n−1) . (6.1.19)
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Если X есть полуцилиндр ∆×R1
+ в Rn, где ∆ – ограниченная область в

гиперплоскости x1 = 0, полагая p = 1, τ ′′ = τ ′ + 1, получаем

Следствие 6.1.9 Если f = (f1, . . . , fn) : X → Rn – отображение с
ограниченным искажением с кратностью Nf(t) ≥ nf при всех t > h
and f1(x) |∂X ≤ 1, то либо f1(x) ≤ 1 в X , либо

lim inf
t→∞

lnM(t)

t
≥
(ωn−1

2

)1/(n−1) n
1/(n−1)
f

K(f)|∆|1/(n−1) . (6.1.20)
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6.2 Асимптотические свойства

Доказываются различные варианты теорем типа Фрагмена – Линделефа
для случая многообразий Y , не обладающих специальным изоперимети-
ческим свойством. Доказываются обобщения классической теоремы Дан-
жуа – Карлемана – Альфорса о поведении целой голоморфной функции
заданного порядка [212], обобщения известных теорем Вимана и Аримы
[73], [205].

6.2.1 Принцип Фрагмена – Линделефа

Пусть X ,Y – n-мерные некомпактные римановы многообразия, и пусть
f : X → Y – отображение с ограниченным искажением. Предположим,
что ∂X 6= ∅ и что f(∂X ) ⊂ ∂Y .

Пусть h(x) : X → (0,∞) – локально липшицева функция исчерпания
X . Для произволного τ > 0 полагаем

V (τ) =

∫
τ<h(x)<τ+1

|∇h(x)|n ∗ 11.

Зафиксируем функцию роста u = u(y) : Y → (0,∞) на многооб-
разии Y . Функция u(y) является решением уравнения (2.2.18), (2.2.15),
(2.2.16) со структурными постоянными p = n, ν1, ν2. В соответствии с
леммой 15.43 из [170] функция u(f(x)) также является решением подоб-
ного уравнения со структурными постоянными, определяемыми посред-
ством (6.1.3). Здесь u(f(x))|∂X=1.

Положим
M(τ) = max

x∈Σh(τ)
u(f(x)).

Теорема 6.2.1 Предположим, что многообразие X и отображение f :
X → Y подчинены условию

lim inf
τ→∞

V (τ) exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t))dt

}
= 0, (6.2.1)

где

C =

(
ν2

KI(f)

)n/(n−1)
n− 1

n
+

((
ν1

ν2

)2

K2
O(f)K2

I (f)− 1

)1/2
−1
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– постоянная. Тогда либо f(x) ≡ const на X , либо f(x) 6≡ const и

lim inf
τ→∞

M(τ + 1)V 1/n(τ) exp
{
−C
n

τ∫
λn(Σh(t))dt

}
> 0. (6.2.2)

В частности, если h(x) есть специальная функция исчерпания X , то
либо f(x) ≡ const, либо f(x) 6≡ const и

lim inf
τ→∞

M(τ + 1) exp
{
−C
n

τ∫
λn(Σh(t))dt

}
> 0. (6.2.3)

Данное утверждение есть специальный частный случай теоремы 4.1.2.
Заметим, однако, что∫

τ<h(x)<τ+1

|∇h(x)|n|f(x)|n ∗ 11 ≤Mn(τ + 1)V (τ)

и либо величина M(τ) удовлетворяет (6.2.2), либо u(f(x)) ≡ 1. Послед-
няя альтернатива возможна тогда и только тогда, когда f отображает в
точку границы ∂Y .

Если h(x) – специальная функция исчерпания, то, как замечено выше
при доказательстве теоремы 4.1.2, условие (6.2.1) выполняется в случае,
если многообразие X подчинено предположению

∞∫
λn(Σh(t))dt = ∞. (6.2.4)

Пусть A – k-мерное риманово многообразие с непустым краем, k ≥ 1.
Рассмотрим многообразие X = A × Rn, n ≥ 1. Выберем специальную
функцию исчерпания h(a, x) = h(|x|) на X , описанную в примере 1.1.8.
Здесь p = k + n и h(|x|) = |x|k/(k+n+1).

Следствие 6.2.1 Пусть f(a, x) : A × Rn → Y – отображение с огра-
ниченным искажением, для которого f(∂X ) ⊂ ∂Y. Пусть u = u(y) –
функция роста на многообразии Y. Тогда либо f(a, x) ≡ const на X ,
либо f(a, x) 6≡ const и

lim inf
r→∞

max
(a,x):|x|=r

u(f(a, x)) exp
{
− C

k + n
λk+n(A)r

}
> 0.
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Здесь C – постоянная из теоремы 6.2.1.

Для доказательства достаточно воспользоваться равенством (4.1.20)
при n = 1 и неравенством (4.1.22) при n ≥ 2.

Пусть V ⊂ Sn−1(1) – область с непустым краем и пусть X = (r1, r2)×U
– искривленное риманово произведение, описываемое в примере 1.1.9.
Выберем специальную функцию исчерпания h(|x|), определяемую соот-
ношением (1.1.27).

Следствие 6.2.2 Пусть f(x) : X → Y – отображение с ограниченныи
искажением, f(∂X ) ⊂ ∂Y. Пусть u(y) – функция роста на многооб-
разии Y. Предположим, что искривленное произведение X , удовлетво-
ряющее условию (1.1.21). Тогда либо f(x) ≡ const, или f(x) 6≡ const
и

lim inf
r→∞

max
|x|=r

u(f(x)) exp
{
−C
n
λn(U)

r∫
dr

β(r)

}
> 0,

где C – постоянная из теоремы 6.2.1.

Доказательство. Достаточно воспользоваться теоремой 6.2.1 и соот-
ношением (4.1.24). �

Приведем некоторые варианты сформулированной выше теоремы, со-
ответствующие специальным выборам функции роста. Пусть 1 < p < n.
В качестве области роста мы выберем внешность цилиндра

Y =
{
y = (y1, . . . , yp, . . . , yn) ∈ Rn :

p∑
i=1

y2
i > 1

}
,

а в качестве функции роста — функцию

u(y) =
( p∑
i=1

y2
i

)(n−p)/(2(n−1))
.

Несложно проверить, что эта функция является решением уравнения
(2.2.18), (2.2.15), (2.2.16) со структурными постоянными p = n, ν1 =
ν2 = 1.
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Следствие 6.2.3 Предположим, что многообразие X удовлетворяет
условию (6.2.4). Пусть f(x) : X → Rn – отображение с ограниченным
искажением, обладающее свойством

lim sup
x→x0

( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2
≤ 1 при всех x0 ∈ ∂X .

Если

lim inf
τ→∞

M(τ + 1)V (τ)1/n exp
{
−C(n− 1)

n(n− p)

τ∫
λn(Σh(t))dt

}
= 0 ,

то ( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2
≤ 1 при всех x ∈ X .

В частности, если h(x) – специальная функция исчерпания X , то или( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2 ≤ 1 при всех x ∈ X , или sup
x

( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2
> 1 и

lim inf
τ→∞

M(τ + 1) exp
{
−C(n− 1)

n(n− p)

τ∫
λn(Σh(t))dt

}
> 0.

Здесь

M(t) = sup
x∈Σh(t)

( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2

и
C =

( 1

KI(f)

)n/(n−1)(n− 1

n
+ (K2

O(f)K2
I (f)− 1)1/2

)−1
.

Доказательство. Предположим, что (
p∑
i=1

f 2
i (x0))

1/2 > 1 в некоторой

точке x0 ∈ X . Функция h(x) есть функция исчерпания для каждой ком-
поненты O множества{

x ∈ X :
( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2
> 1
}
.
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Применим теорему 6.2.1 к области O. Заметим, что

V (τ) ≥
∫

O∩{τ<h(x)<τ+1}

|∇h(x)|n ∗ 11,

и воспользуемся (6.2.2), (6.2.3). Нужное заключение легко вытекает из
сказанного. �

Пример 6.2.1 Пусть ∆ – область в гиперплоскости x1 = 0 и X ⊂ Rn –
полуцилиндр ∆×R1

+. Ясно, что X удовлетворяет предположению (6.2.1).
Функция h(x) = x1 есть специальная функция исчерпания полуцилин-
дра. Замечая, что λn(Σh(t)) ≡ λn(∆), приходим к следующему утвер-
ждению.

�

Следствие 6.2.4 Если f = (f1, f2, . . . , fp, . . . , fn) : X → Rn – отобра-
жение с ограниченным искажением и

lim sup
x→x0

( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2
≤ 1

при всех x0 ∈ ∂X и

lim inf
τ→∞

M(τ) exp
{
−C(n− 1)

n(n− p)
λn(∆)τ

}
= 0,

то ( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2
≤ 1

при всех x ∈ X .r Здесь M(t) и C – величины, введенные в следствии
6.2.3.

Пример 6.2.2 В случае, когда X ⊂ Rn есть конус с вершиной в точке
x = 0, выберем h(x) = ln |x|. Область X удовлетворяет условию (6.2.1).
Функция ln |x| является специальной функцией исчерпания конуса. С
использованием преобразования подобия находим

λn(Σh(t)) =
Λ

t
, Λ = λn(Σh(1))

при всех t > 0.
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�
На основании теоремы 6.2.1 приходим к следующему утверждению.

Следствие 6.2.5 Пусть f(x) : X → Rn – отображение с ограничен-
ным искажением, для которого выполнено

lim sup
x→x0

( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2
≤ 1 .

Тогда если
lim inf
τ→0

M(τ)

τα
= 0, α =

C(n− 1)

n(n− p)
Λ ,

то ( p∑
i=1

f 2
i (x)

)1/2
≤ 1

при всех x ∈ X .
Здесь M(t) и C – величины, определенные в следствии 6.2.3.

Пример 6.2.3 Случай p = 1 был рассмотрен выше. Рассмотрим теперь
случай p = n, остающийся открытым. В качестве области роста может
быть выбрана внешность шара {y ∈ Rn : |y| > 1}, а в качестве функции
роста можно положить u(y) = ln |y|. Данная функция является реше-
нием уравнения (2.2.18), (2.2.15), (2.2.16) со структурными постоянными
p = n, ν1 = ν2 = 1.

�
Из теоремы 6.2.1 получаем следующий результат.

Следствие 6.2.6 Пусть X – многообразие, удовлетворяющее условию
(6.2.1). Предположим, что отображение с ограниченным искажением
f : X → Rn таково, что

lim sup
x→x0

|f(x)| ≤ 1

при всех x0 ∈ ∂X . Тогда если

lim inf
τ→∞

M(τ + 1)V 1/n(τ) exp
{
−C
n

τ∫
λn(Σh(t))dt

}
= 0 ,
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то |f(x)| ≤ 1 всюду на X .
В частности, если h(x) есть специальная функция исчерпания и ес-

ли

lim inf
τ→∞

M(τ + 1) exp
{
−C
n

τ∫
λn(Σh(t))dt

}
= 0 ,

то f(x) ≤ 1 при всех x ∈ X .
Здесь C – постоянная из следствия 6.2.3 и

M(t) = sup
x∈Σh(t)

ln |f(x)|.

Полагая, как и выше, X = ∆× R1
+ приходим к утверждению.

Следствие 6.2.7 Если f : X → Rn – отображение с ограниченным
искажением и

lim sup
x→x0

|f(x)| ≤ 1

при всех x0 ∈ ∂X , то либо |f(x)| ≤ 1 всюду на X , либо | sup
X
f(x)| > 1 и

lim inf
τ→∞

M(τ) exp
{
−C
n
λn(∆)τ

}
> 0 ,

где M(t) и C – величины, определенные в следствии 6.2.3.

В случае конуса X ⊂ Rn с вершиной в точке x = 0, как в следствии
6.2.5, получаем.

Следствие 6.2.8 Пусть f(x) : X → Rn – отображение с ограничен-
ным искажением, для которого

lim sup
x→x0

|f(x)| ≤ 1

при всех x0 ∈ ∂X . Тогда если

lim inf
τ→∞

M(τ)

τα
= 0, α =

C

n
λn(∆) ,

то |f(x)| ≤ 1 всюду на X .
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6.2.2 Задача Данжуа – Карлемана – Альфорса

Пусть X – n-мерное некомпактное риманово многообразие без края и
h(x) : X → (0,∞) – его функция исчерпания.

Пусть f : X → Rn – отображение с ограниченным искажением. По
аналогии с целыми голоморфными функциями на плоскости (см. [31,
стр. 223]) введем следующие понятия.

Пусть Γ – непрерывная кривая в X , определяемая уравнением x =
x(s), 0 ≤ s < ∞, h(x(s)) → ∞ при s → ∞. Если существует конечное
либо бесконечное значение a ∈ Rn такое, что

lim
x(s)∈Γ, s→∞

f(x(s)) = a,

то a называется асимптотическим значением отображения f(x), а кри-
вая Γ — асимптотической кривой. Пару {Γ, a} будем называть асимп-
тотическим местом. Два асимптотических места эквивалентны, если

1) a1 = a2 = a,
2) существует последовательность дуг {γk}, γk ⊂ X , один конец кото-

рых лежит на Γ1, а другой – на Γ2, и такие, что

lim
k→∞

min
x∈γk

h(x) = ∞, lim
h(x)→∞
x∈∪kγk

f(x) = a.

Задача Данжуа – Карлемана – Альфорса состоит в описании связей
между скоростью роста |f(x)| на X и числом различных асимптотиче-
ских мест отображения с ограниченным искажением f(x) : X → Rn. В
случае целых голоморфных функций на плоскости окончательное реше-
ние этой проблемы было дано Альфорсом [117].

В случае отображений с ограниченным искажением f(x) : Rn → Rn

и бесконечных асимптотических значений соответствующее обобщение
теоремы Альфорса было дано В.М. Миклюковым [72].

Рикман и Холопайнен [175] построили примеры, показывающие, что
не существует обобщений теоремы Альфорса на случай отображений с
ограниченным искажением f(x) : Rn → Rn, n ≥ 3, имеющих конечные
асимптотические значения.

Ниже мы доказываем теорему Альфорса для отображений с ограни-
ченным искажением f(x) : X → Rn с бесконечными асимптотическими
значениями.
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Для произвольного τ ∈ (0,∞) пусть, как и выше,

V (τ) =

∫
τ<h(x)<τ+1

|∇h(x)|n ∗ 11.

Далее обозначаем

M(τ) = max
x∈Σh(τ)

ln+ |f(x)|, ln+ α = max{0, lnα}.

Теорема 6.2.2 Пусть f(x) : X → Rn – отображение с ограниченным
искажением. Предположим, что при некотором N = 2, 3, . . . многооб-
разие X удовлетворяет условию

lim
τ→∞

V (τ) exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t);N) dt

}
= 0, (6.2.5)

где C – постоянная из теоремы 6.2.1. Тогда, если

lim inf
τ→∞

M(τ)V (τ)1/n exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t);N) dt

}
= 0, (6.2.6)

то число различных асимптотических мест вида {Γ,∞} отображения
f(x) : X → Rn не превышает N − 1.

В частности, пусть h(x) – специальная функция исчерпания много-
образия X такая, что

∞∫
λn(Σh(t);N)dt = ∞. (6.2.7)

Если

lim inf
r→∞

max
h(x)=r

ln+ |f(x)| exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t);N)dt

}
= 0, (6.2.8)

то число различных асимптотических мест вида {Γ,∞} для отобра-
жения f(x) : X → Rn не превышает N − 1.

Доказательство. Заметим сперва, что функция ln |f(x)| является ре-
шением в области X \X0 уравнения (2.19), (2.23), (2.24) со структурными
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постоянными p = n, ν1 = KO(f), ν2 = 1/KI(f). Здесь X0 = {x ∈ X :
f(x) = 0}.

Предположим, что отображение f(x) имеет как минимум L различных
асимптотических мест {Γ1,∞}, . . . , {ΓL,∞}. В соответствии с принци-
пом максимума из следствия 2.3.1 множество

{x ∈ X : ln |f(x)| > 1}
не имеет компонент с компактными замыканиями. Таким образом, су-
ществует как минимум L различных компонент O1,O2, . . . ,OL, каждая
из которых содержит одну из кривых Γk, k = 1, 2, . . . , L, начинающихся
с достаточно больших значений параметра s ∈ (0,∞).

На границе каждой из областей Ok функция ln |f(x)| − 1 = 0. Приме-
нив теорему 4.1.4, заключаем, что L ≤ N − 1. �

Пример 6.2.4 Рассмотрим сначала случай, в котором X = A×Rn, где
A есть k-мерное риманово многообразие, 1 ≤ k < n. Выберем специаль-
ную функцию исчерпания h(|x|) как в примере 1.1.8. Здесь p = k + n и
h(r) = rk/(k+n−1), r = |x|.

Пользуясь соотношениями (4.1.30) и (4.1.32) для N -средних основной
частоты, при τ0 < τ имеем

τ∫
τ0

λk+1(Σh(t);N)dt ≥ λk+1(A;N)

τ∫
τ0

dt, для n = 1

τ∫
τ0

λk+n(Σh(t);N)dt ≥ λk+n(A;N)

τ∫
τ0

dt

h′(r(t))
=

= λk+n(A;N)

τ∫
τ0

r′(t) dt, для n ≥ 2.

Полагая τ → ∞, видим, что требование (6.2.7) действительно удовле-
творяется.

�
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Поскольку при n = 1 имеет место равенство

max
h(|x|)=r

ln+ |f(a, x)| exp{−Cλk+1(A;N) r}

= max
|x|=r

ln+ |f(a, x)| exp{−Cλk+1(A;N) r} ,

а при n ≥ 2 — равенство

max
h(|x|)=r

ln+ |f(a, x)| exp{−Cλk+n(A;N)r(τ)}

= max
|x|=r(k+n−1)/k

ln+ |f(a, x)| exp{−Cλk+n(A;N)τ (k+n−1)/k} ,

то условие (6.2.8) принимает вид

lim inf
r→∞

max
|x|=r

ln+ |f(a, x)| exp{−Cλk+n(A;N)r} = 0. (6.2.9)

Таким образом, мы имеем

Следствие 6.2.9 Пусть f(a, x) : A × Rn → Rk+n – отображение с
ограниченным искажением, удовлетворяющее (6.2.9). Тогда число раз-
личных асимптотических мест f вида {Γ,∞} не превышает N − 1.

6.2.3 Искривленные произведения

Проблема нахождения точного значения величины λn(Σh(t);N), либо хо-
роших ее оценок является весьма трудной даже для многообразий X ,
dimX ≥ 3, простого вида. Таким образом, представляет определенный
интерес в изучении многообразий, для которых такие оценки имеются.
Ниже будет изучаться случай искривленных римановых произведений
специального вида, где могут быть использованы оценки, найденные вы-
ше с использованием изопериметрических методов.

Рассмотрим сферическое кольцо

D = {x = (r, θ) ∈ Rn : r1 < r < r2, θ ∈ Sn−1(1)}, 0 ≤ r1 < r2 ≤ ∞,

и риманово многообразие X = (D, ds2
X ), где квадрат элемента длины

задан выражением

ds2
X = α2(r)dr2 + β2(r)dl2n−1, r ∈ (r1, r2), r1 ≥ 0, r2 <∞,



6.2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 385

и dln−1 – элемент длины на единичной сфере Sn−1(1), а функции α(r),
β(r) > 0 непрерывно дифференцируемы.

В частном случае α(r) ≡ 1, β(r) = r метрика ds2
X совпадает с метрикой

Rn, записанной в сферических координатах. В случае α(r) = β(r) ≡ 1
данное многообразие изометрично цилиндру (r1, r2)× Sn−1(1) в Rn+1.

Как показано в примере 1.1.9, при выполнении условия (1.1.26) функ-
ция h(r) = h(|x|), определенная соотношением (1.1.27), является специ-
альной функцией исчерпания X .

Для всякого τ > 0 h-сфера Σh(τ) в X является (n− 1)-мерной сферой
в Rn радиуса r(τ) = h−1(r) и индуцированной метрикой

ds2
X |r=r(τ) = β2(r(τ))dl2n−1 ,

где h−1(τ) есть функция, обратная к τ = h(r).
Таким образом, в силу соображений подобия, заключаем, что

λn(S
n−1(τ);N) = λn(S

n−1(β(r(τ)));N) =

=
1

β(r(τ))
λn(S

n−1(1);N) =
λ(N)

β(r(τ))
,

где обозначено λ(N) = λn(S
n−1(1);N).

На основании соотношения 3.3.22 имеем

λn(Σh(τ);N) =
1

β(r(τ))h′(r(t))
λn(S

n−1(1);N).

Далее заметим, что
∞∫
λn(Σn(τ);N)dτ ≥ λ(N)

∞∫
r′(τ)dτ

β(r(τ))
= λ(N)

r2∫
dr

β(r)
.

Условие (6.2.8) на многообразие X можно переписать в виде
r2∫
dr

β(r)
= ∞. (6.2.10)

Теперь имеем

max
h(|x|)=r

ln+ |f(x)| exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t);N)dt

}
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≥ max
|x|=r(τ)

ln+ |f(x)| exp
{
−Cλ(N)

r(τ)∫
dr

β(r)

}
.

(Постоянная C определена в теореме 6.2.1.)
Таким образом, условие (6.2.8) на скорость роста отображения f будет

выполненным, если

lim inf
r→r2

max
|x|=r

ln+ |f(x)| exp
{
−Cλ(N)

r∫
dr

β(r)

}
= 0. (6.2.11)

Тем самым доказано утверждение.

Следствие 6.2.10 Пусть X = (D, ds2
X ) – искривленное риманово про-

изведение указанного вида, обладающее свойствами (1.1.26), (6.2.10).
Предположим, что отображение с ограниченным искажением f(x) :
X → Rn удовлетворяет условию (6.2.11). Тогда f(x) имеет не более
N − 1 различных асимптотических мест вида {Γ,∞}.

Отметим специальный случай данного утверждения, когда многооб-
разие X = (0,∞)× Sn−1(1) есть цилиндр. Здесь α(r) = β(r) ≡ 1.

Описанное выше утверждение непосредственно влечет
Следствие 6.2.11 Если отображение с ограниченным искажением

f(x) : X → Rn

удовлетворяет условию

lim inf
r→∞

max
|x|=r

ln+ |f(x)| exp{−Cλ(N)r} = 0,

то оно имеет не более чем N − 1 различных асимптотических мест
вида {Γ,∞} вдоль кривых Γ на X , уходящих в бесконечность ∞.

Следующий случай был ранее изучен в [72].
Следствие 6.2.12 Пусть f : Rn → Rn – отображение с ограниченным
искажением такое, что

lim inf
r→∞

max
|x|=r

ln+ |f(x)|r−Cλ(N) = 0. (6.2.12)

Тогда f(x) имеет не более чем N−1 различных асимптотических мест
вида {Γ,∞}.
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Для доказательства достаточно положить α(r) = 1, β(r) = r, r1 = 0,
r2 = ∞ в следствии 6.2.11.

6.2.4 К контрпримеру Рикмана – Холопайнена

Контрпример, построенный З. Рикманом и И. Холопайненом [175], пока-
зывает, что при выполнении условия (6.2.12) отображение с ограничен-
ным искажением

f(x) : Rn → Rn , n ≥ 3 ,

может иметь бесконечное число различных асимптотичеких мест вида
{Γ, ai}, где |ai| < ∞. Данный факт связан с отсутствием теоремы Лин-
делефа для ограниченных отображений с ограниченным искажением в
размерностях n ≥ 3.

Здесь имеется в виду теорема Линделефа утверждающая, что для вся-
кой ограниченной голоморфной функции, обладающей конечными преде-
лами вдоль двух простирающихся на бесконечность кривых, эти пре-
делы равны, а функция стремится к тому же самому пределу по всей
области, расположенной между этими кривыми.

Мы дадим следующий вариант теоремы Альфорса для отображений с
конечными асимптотическими местами, сраведливый во всех размерно-
стях и учитывающий эффект Рикмана – Холопайнена. Однако, в этом
случае предполагается, что асимптотические значения ai суть исключи-
тельные значения Пикара для отображения f(x), то есть, f(x) 6= ai при
всех x ∈ X . Ясно, что исключительные значения a ∈ Rn в смысле Пика-
ра индуцируют появление соответствующих асимптотических мест (см.
пример 6.3.3 ниже).

Теорема 6.2.3 Пусть X – связное некомпактное риманово многообра-
зие без края и пусть h(x) : X → (0,∞) – его функция исчерпания.

Пусть y = f(x) : X → Rn – отображение с ограниченным искаже-
нием, имеющее L ≥ 0 различных конечных асимптотических мест

{Γ1, a1}, {Γ2, a2}, . . . , {ΓL, aL},

и N ≥ 0 различных бесконечных асимптотических мест

{ΓL+1,∞}, . . . , {ΓL+N ,∞} ,

где f(x) 6= ai при всех i = 1, . . . , L и всех x ∈ X .
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Предположим, что многообразие X удовлетворяет предположению

lim
τ→∞

V (τ) exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t);Q)dt

}
= 0,

где Q ≥ 1 есть целое и C – постоянная из теоремы 6.2.1.
Положим

M(τ) = max
h(x)=τ

{
ln

1

|f(x)− a1|
, . . . , ln

1

|f(x)− aL|
, ln |f(x)|

}
. (6.2.13)

Если теперь

lim inf
τ→∞

M(τ + 1)V (τ)1/n exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t);Q)dt

}
= 0 , (6.2.14)

то L+N ≤ Q− 1.
В частности, пусть h(x) – специальная функция исчерпания на X

и многообразие X удовлетворяет условию
∞∫
λn(Σh(t);Q)dt = ∞.

Если

lim inf
τ→∞

M(τ + 1) exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t);Q)dt

}
= 0 ,

то L+N ≤ Q− 1.

Доказательство. ПоложимOi = {x ∈ X : |f(x)−ai| < εi}, i = 1, . . . , L,
и X0 = {x ∈ X : |f(x)| > 1/ε0}. Как в теореме 6.2.2, заметим сначала,
что функции ln(1/|f(x) − ai|), i = 1, . . . , L, и ln |f(x)|, соответственно,
суть решения уравнения (2.2.18), (2.2.15), (2.2.16) со структурными по-
стоянными p = n, ν1 = KO(f), ν2 = 1/KI(f).

Поскольку асимптотические места {Γi, ai} различны, то при достаточ-
но малых εi множества Oi взаимно не пересекаются и мы находимся в
условиях теоремы 4.1.4. На основании указанной теоремы легко делаем
нужное заключение. �
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6.3 Дополнения к теореме Данжуа – Карлемана – Альфорса

6.3.1 Целые функции

Из теоремы Данжуа – Карлемана – Альфорса вытекает, что всякая целая
голоморфная функция f(z) порядка ρ имеет не более, чем [2ρ] различных
асимптотических мест, где [r] означает целую часть числа r. Эта теорема
не содержит информации при 2ρ < 1. В данном случае такая информа-
ция дается теоремой А. Вимана [247], утверждающей, что каждая целая
голоморфная функция f(z) порядка ρ < 1

2 обладает свойством

lim sup
r→∞

min
|z|=r

|f(z)| = ∞.

Пусть X ,Y – n-мерные некомпактные римановы многообразия без
края. Пусть h(x) : X → (0,∞) – специальная функция исчерпания мно-
гообразия X и u = u(y) – неотрицательная функция роста многообра-
зия Y , являющаяся субрешением уравнения (2.2.18), (2.2.19), (2.2.15) со
структурными постоянными p = n, ν1, ν2.

Следующее утверждение обобщает теорему Вимана (для отображений
с ограниченным искажкнием евклидова пространства см. [73]).

Теорема 6.3.1 Пусть f : X → Y – отображение с ограниченным ис-
кажением, f(x) 6≡ const. Предположим, что многообразие X таково,
что ∞∫

λn(Σh(t); 1)dt = ∞. (6.3.1)

Если

lim inf
τ→∞

max
h(x)=τ

u(f(x)) exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t); 1)dt

}
= 0 , (6.3.2)

то
lim sup
τ→∞

min
h(x)=τ

u(f(x)) = ∞.

Здесь C – постоянная из теоремы 6.2.1.

Доказательство. Предположим, что

lim sup
τ→∞

min
x∈Σh(τ)

u(f(x)) = K <∞.
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Рассмотрим множество
O = {x ∈ X : u(f(x)) > qK}, 0 < q < 1.

Ясно, что при подходящем выборе постоянной q множество O не пусто.
В силу принципа максимума для субрешений уравнений описанного

вида, множество O не имеет компонент связности с компактным замыка-
нием. Не умаляя общности можно предполагать, что множество O связ-
но. Поскольку при достаточно больших τ выполнено условие

O ∩ Σh(τ) 6= ∅ ,
мы видим, что

λn(O ∩ Σh(τ)) ≥ λn(Σh(τ); 1).

Тем самым, условие (6.3.1) на многообразие X влечет, что
∞∫
λn(O ∩ Σh(τ))dτ = ∞.

Замечая, что
max
x∈Σh(τ)

u(f(x)) ≥ max
x∈Σh(τ)∩O

u(f(x)),

в силу (6.3.1), несложно заключить, что

lim inf
τ→∞

max
Σh(τ)∩O

u(f(x)) exp
{
−C

τ∫
λn(O ∩ Σh(t))dt

}
= 0.

Пользуясь принципом Фрагмена – Линделефа 4.1.2 для функции
u(f(x)) в области O, находим u(f(x)) ≡ qK на O. Сказанное проти-
воречит определению области O. �

В качестве первого из следствий данного результата докажем некото-
рое обобщение теоремы Вимана для отображений с ограниченным иска-
жением f(x) : X → Rn, где X – искривленное риманово произведение.

Пусть 0 ≤ r1 < r2 ≤ ∞ и пусть

D = {x = (r, θ) ∈ Rn : r1 < r < r2, θ ∈ Sn−1(1)} (6.3.3)

– кольцевая область в Rn. Пусть X = (r1, r2)×Sn−1(1) – n-мерное рима-
ново многообразие над D с метрикой

ds2
X = α2(r)dr2 + β2(r)dl2n−1,
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где α(r), β(r) > 0 непрерывно дифференцируемы на [r1, r2) и dln−1 –
элемент длины на Sn−1(1).

Как было показано в примере 1.1.9, при выполнении условия (1.1.26)
функция

h(|x|) =

|x|∫
r1

α(t)

β(t)
dt

является специальной функцией исчерпания на X .
Пусть f(x) : X → Rn – отображение с ограниченным искажением.

Положим u(y) = ln+ |y|. Данная функция есть субрешение уравнения
(2.2.18) с p = n, удовлетворяющее также всем другим необходимым тре-
бованиям для функции роста.

В силу соображений подобия, находим

λn(S
n−1(τ); 1) =

1

β(r(τ))
λn(S

n−1(1); 1)

и, далее,

λn(Σh(τ); 1) =
λn(S

n−1(1); 1)

β(r(τ)) h′(r(τ))
.

Тем самым, требование (6.3.1) на многообразие будет выполнено, если
выполнено (6.2.10).

Поскольку

max
h(|x|)=τ

ln+ |f(x)| exp
{
−C

τ∫
λn(Σh(t); 1) dt

}
≤

≤ max
|x|=r(τ)

ln+ |f(x)| exp
{
−C λn(Sn−1(1); 1)

r(τ)∫
dr

β(r)

}
,

(6.3.4)

то для (6.3.2) достаточно, чтобы

lim inf
r→r2

max
|x|=r

ln+ |f(x)| exp
{
−C λn(Sn−1(1); 1)

r∫
dt

β(t)

}
= 0. (6.3.5)

В этом случае получаем
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Следствие 6.3.1 Пусть f(x) : X → Rn, f(x) 6≡ const, – отображе-
ние с ограниченным искажением искривленного риманова произведения
X = (r1, r2)×Sn−1(1) и h(|x|) – специальная функция исчерпания на X .
Если многообразие X обладает свойством (6.2.10), а отображение f(x)
подчинено условию (6.3.2), то

lim sup
r→r2

min
|x|=r

|f(x)| = ∞.

Пример 6.3.1 Предположим, что в условиях примера 6.2.3 выполнено
r1 = 0, r2 = ∞, а функции α(r) = β(r) ≡ 1, то есть, X = (0,∞)×Sn−1(1)
есть n-мерный полуцилиндр. В качестве специальной функции исчер-
пания многообразия X мы можем выбрать h(|x|) = |x|. Тогда условие
(6.2.10) на многообразие с очевидностью выполняется.

Предположение (6.3.2) об отображении f влечет, что

lim inf
r→∞

max
|x|=r

ln+ |f(x)| e−Cλn(Sn−1(1);1)r = 0. (6.3.6)

�

Имеет место

Следствие 6.3.2 Если X = (0,∞) × Sn−1(1) – полуцилиндр и f(x) :
X → Rn – отображение с ограниченным искажением, f(x) 6≡ const,
удовлетворяющее условию (6.3.6), то

lim sup
r→∞

min
|x|=r

|f(x)| = ∞.

Пример 6.3.2 Предположим, что в условиях (6.3.3) величины r1 = 0,
r2 = ∞, а функции α(r) ≡ 1, β(r) = r, то есть, многообразие есть Rn. В
качестве специальной функции исчерпания выберем h(|x|) = ln |x|.

Условие (6.3.5) влечет, что

lim inf
r→∞

max
|x|=r

ln+ |f(x)| r−Cλn(Sn−1(1);1) = 0. (6.3.7)

�

Тем самым, имеем
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Следствие 6.3.3 Пусть f(x) : Rn → Rn – отображение с ограничен-
ным искажением, f(x) 6≡ const, обладающее свойством (6.3.7). Тогда

lim sup
r→∞

min
|x|=r

|f(x)| = ∞.

6.3.2 Размеры асимптотических трактов

Теорема Вимана утверждает о существовании последовательности сфер
Sn−1(rk), rk → ∞, вдоль которой отображение с ограниченным искаже-
нием f(x) : Rn → Rn, обладающее свойством (6.3.2), стремится к ∞.
Расширяя постановку вопроса, можно рассмотреть задачу о размерах
множества, вдоль которого такая сходимость имеет место в общем слу-
чае (для целых голоморфных функций см. К. Арима [122]). Чтобы сфор-
мулировать подобный результат, удобно воспользоваться языком асимп-
тотических трактов в интерпретации Мак-Лейна [196].

Напомним определение Мак-Лейна [196, §2]. Пусть D – область в ком-
плексной плоскости C и пусть w = f(z) – голоморфная функция вD. Се-
мейство областей {D(s)} называется асимптотическим трактом f(z),
если

a) каждое из множеств D(s) является компонентой связности множе-
ства

{z ∈ D : |f(z)| > s > 0};

b) для любых s2 > s1 > 0 выполняется D(s2) ⊂ D(s1) и ∩s>0D(s) = ∅.

Два асимптотических тракта {D′(s)} и {D′′(s)} рассматриваются как
различные, если для некоторого s > 0 имеем D′(s) ∩ D′′(s) = ∅.

Ниже мы расширяем это понятие применительно к отображениям с
ограниченным искажением f(x) : X → Y римановых многообразий.
Приводим некоторые условия существования асимптотического тракта,
изучаем его размеры.

Пусть X ,Y – n-мерные связные некомпактные римановы многообра-
зия и пусть u = u(y) – функция роста на Y , являющаяся положительным
субрешением уравнения (2.2.18) со структурными постоянными p = n,
ν1, ν2.

Семейство {X (s)} называется асимптотическим трактом отображения
с ограниченным искажением f(x) : X → Y , если
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a) каждое из множеств {X (s)} является компонентой связности мно-
жества

{x ∈ X : u(f(x)) > s > 0};

b) при любых s2 > s1 > 0 выполнено D(s2) ⊂ D(s1) и ∩s>0D(s) = ∅.

Пример 6.3.3 Пусть f(x) : X → Rn – отображение с ограниченным
искажением, имеющее точку a ∈ Rn в качестве исключительного значе-
ния Пикара, то есть, f(x) 6= a и f(x) принимает на X все значения из
B(a, r) \ {a} при некотором r > 0.

Множество {∞}∪{a} имеет n-емкость нуль в Rn и существует решение
g(y) в Rn \ {a} уравнения (2.2.18) такое, что g(x) → ∞ при x → a или
x → ∞ (см. [170, глава 10, полярные множества]). В качестве функции
роста на Rn \ {a} выберем функцию u(y) = max(0, g(y)). Ясно, что эта
функция есть субрешение уравнения (2.2.18).

Функция u(f(x)) также является субрешением некоторого уравнения
вида (2.2.18) на X . Поскольку отображение f(x) принимает все значе-
ния в шаре B(a, r) с выколотым центром, то среди компонент связности
множества

{x ∈ X : u(f(x)) > s}
имеется, как минимум, одна X (s), обладающая непустым пересечением с
f−1(B(a, r)). По принципу максимума для субрешений такая компонента
не может иметь компактного замыкания.

Устремляя s → ∞, найдем асимптотический тракт {X (s}, вдоль ко-
торого отображение с ограниченным искажением стремится к пикаров-
скому исключительному значению a ∈ Rn.

�
В каждом асимптотическом тракте найдется кривая Γ, вдоль которой

u(f(x)) →∞ .

Тем самым, получаем следующее обобщение теоремы Иверсена [180].

Теорема 6.3.2 Каждое исключительное пикаровское значение отобра-
жения с ограниченным искажением f(x) : X → Rn есть асимптоти-
ческое значение.
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Классическая форма теоремы Иверсена утверждает, что если f(z) есть
целая голоморфная функция на плоскости, то существует кривая Γ, про-
стирающаяся в бесконечность, вдоль которой

f(z) →∞ при z →∞ вдоль Γ.

Мы дадим обобщение этой теоремы для отображений с ограниченным
искажением f(x) : X → Y римановых многообразий.

Теорема 6.3.3 Пусть f(x) : X → Y – отображение с ограниченным
искажением между n-мерными некомпактными римановыми много-
образиями без края и f(x) 6≡ const. Если на многообразии X имеет-
ся специальная функция исчерпания, а на многообразии Y существует
функция роста u = u(y), являющаяся положительным субрешением
уравнения (2.2.18) с p = n, то отображение f(x) имеет, как минимум,
один асимптотический тракт и, в частности, как минимум, одну рас-
ходящуюся кривую Γ на X , вдоль которой u(f(x)) →∞.

Доказательство. Пусть h(x) : X → (0,∞) – специальная функция
исчерпания многообразия X . Положим

lim inf
τ→∞

min
h(x)=τ

u(f(x)) = K. (6.3.8)

Если K = ∞, то u(f(x)) → ∞ равномерно на X при h(x) → ∞.
Асимптотический тракт {X (s)} формирует вложенные одна в другую
компоненты связности множества {x ∈ X : h(x) > s}.

Пусть K <∞. Для произвольного s > K рассмотрим множество
O(s) = {x ∈ X : u(f(x)) > s}.

Поскольку u(f(x)) есть субрешение, множество O(s) не имеет компонент
связности с компактным замыканием. Отсюда вытекает возможность вы-
бора при каждом s > K в качестве X (s) компонент связности множества
O(s), обладающих свойством b) из определения асимптотического трак-
та. Отсюда легко усмотреть справедливость теоремы в общем случае.
�

При некоторых предположениях относительно роста отображения с
ограниченным искажением f(x) : X → Y , f 6≡ const, мы дадим оценку
размера асимптотического тракта X (s). С этой целью положим

M(τ) = max
h(x)=τ

u(f(x)).
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Предположим, что для некоторого γ > 0 выполнено

lim inf
τ→∞

M(τ + 1) exp
{
−γ

τ∫
λn(Σh(t); 1) dt

}
= 0. (6.3.9)

Пусть K – величина, определяемая равенством (6.3.8). Случай K = ∞
вырожден и не представляет интереса в рассматриваемой задаче.

Пусть K <∞. Зададим произвольно s > K и рассмотрим множество
X (s), определенное в доказательстве предыдущей теоремы. Положим

τ0 = τ0(s) > inf
x∈X (s)

h(x).

Поскольку u(f(x)) есть субрешение некоторого уравнения вида (2.2.18)
на X , как и выше, по теореме 2.3.3 для произвольного τ > τ0 имеем

∫
Bh(τ0)∩X (s)

|∇u(f(x))|n ∗ 11 ≤ exp
{
−ν0

τ∫
τ0

ε(t) dt
} ∫
Bh(τ)∩X (s)

|∇u(f(x))|n ∗ 11.

Пользуясь неравенством (4.1.13) для величины ε(t), получаем∫
Bh(τ0)∩X (s)

|∇u(f(x))|n ∗ 11 ≤

≤ exp
{
−ν0

c

τ∫
τ0

λn(Σh(t) ∩ X (s)) dt
} ∫
Bh(τ)∩X (s)

|∇u(f(x))|n ∗ 11,

где

c =
√
ν−2

1 − ν−2
2 +

n− 1

n
ν−1

2 . (6.3.10)
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В силу (2.3.30), имеем(
ν1
ν2

)n
≤
∫

Bh(τ)

|∇u(f(x))|n ∗ 11 ≤

≤ nn
∫

Bh(τ+1)\Bh(τ)

|∇h|n |u(f(x))|n ∗ 11 ≤

≤ nnMn(τ + 1)V (τ).

(6.3.11)

Однако h(x) является специальной функцией исчерпания и на основании
(1.1.22) при всех, достаточно больших τ , имеем

V (τ) ≤ const1

с некоторой постоянной, отличной от ∞. Следовательно,∫
Bh(τ)

|∇u(f(x))|n ∗ 11 ≤ const2M
n(τ + 1)

и, далее, ∫
Bh(τ0)∩X (s)

|∇u(f(x))|n ∗ 11 ≤

≤ const3M
n(τ + 1) exp

{
−C

τ∫
τ0

λn(Σh(t) ∩ X (s)) dt
}
,

где C = ν0/c и постоянная c определена соотношением (6.3.10).
В этих обстоятельствах из условия (6.3.9) на рост M(τ) следует, что

при всех ε > 0 и всех достаточно больших τ имеем∫
Bh(τ0)∩X (s)

|∇u(f(x))|n ∗ 11 ≤

≤ const4 ε exp
{ τ∫
τ0

(
nγλn(Σh(t); 1)− Cλn(Σh(t) ∩ X (s))

)
dt
}
. (6.3.12)
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Если предположить, что для всех τ > τ0 выполнено
τ∫

τ0

(
nγλn(Σh(t); 1)− Cλn(Σh(t) ∩ X (s))

)
dt ≤ 0 ,

то произвол в выборе ε > 0 повлечет (6.3.12), что будет означать
|∇u(f(x))| ≡ 0

на Bh(τ0) ∩ X (s). Это невозможно.
Следовательно, существует τ = τ(K) > τ0(K), для которого

λn(Σh(τ) ∩ X (s)) <
nγ

C
λn(Σh(τ); 1). (6.3.13)

Полагая K → ∞, убеждаемся, что τ0 → ∞. Пользуясь каждый раз
соотношением (6.3.12), приходим к утверждению

Теорема 6.3.4 Если отображение с ограниченным искажением f(x) :
X → Y удовлетворяет условию (6.3.12) для некоторого γ > 0, то при
каждом k = 1, 2, . . . найдется h-сфера Σh(tk) и открытое множество
U ⊂ Σh(tk), для которых

u(f(x))|x∈U ≥ k и λn(U) <
nγ

C
λn(Σh(tk); 1). (6.3.14)

Замечание 6.3.1 В этой теореме мы использовали лишь часть инфор-
мации относительно размеров множеств X (s), содержащейся в (6.3.12).
В частности, соотношение (6.3.12) содержит некоторые характеристики
линейной меры множества тех t > τ0, для которых пересечение множеств
X (s) с h-сферами Σh(t) не слишком узко.
Пример 6.3.4 Рассмотрим случай искривленного риманова произведе-
ния X = (r1, r2) × Sn−1(1) с метрикой ds2

X , как в (6.3.3). Пусть h =
h(|x|) – специальная функция исчерпания многообразия X , имеющая
вид (1.1.27) с p = n и удовлетворяющая условию (1.1.26).

Здесь,

λn(Σh(τ); 1) =
λn(S

n−1(1); 1)

β(r(τ))h′(r(τ))
,

λn(U) =
λn(U

∗)

β(r(τ))h′(r(τ))
,

(6.3.15)
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где r(τ) = h−1(τ) и U ∗ ⊂ Sn−1(1) есть образ множества U при отображе-
нии подобия

x 7→ x

β(r(τ))

пространства Rn.
�

Пусть f(x) : X → Rn – отображение с ограниченным искажением,
|f(x)| > 1. Выберем в качестве функции роста u = u(y) функцию u =
ln+ |y|. Условие (6.3.9) может быть записано в виде

lim inf
r→r2

max
|x|=r

ln+ |f(x)| exp
{
−γλn(Sn−1(1); 1)

r∫
dt

β(t)

}
= 0. (6.3.16)

Тем самым, мы получаем
Следствие 6.3.4 Если отображение с ограниченным искажением

f(x) : X → Rn

обладает свойством (6.3.16) для некоторого γ > 0, то для всякого k =
1, 2, . . . найдутся сферы Sn−1(tk), tk ∈ (r1, r2), tk → r2, и открытые
множества U ⊂ Sn−1(tk), вдоль которых

|f(x)| > k при всех x ∈ U и λn(U) <
nγ

C
λn(S

n−1(1); 1).

Замечание 6.3.2 Оценки величин λn(U ∗) и λn(Sn−1(1); 1) были даны в
4.1.7 в терминах (n− 1)-мерной меры Хаусдорфа и в 4.1.2 — в терминах
наилучшей постоянной в теореме вложения С.Л. Соболева пространства
W 1,n в пространство C на открытых подмножествах сферы. Последняя
константа может быть без особых трудностей оценена через максималь-
ный радиус шара, содержащегося в данном подмножестве. Однако, мы не
будем останавливаться на этой задаче, предоставив читателю проделать
вычисления независимо.

В одномерном случае в разделе 4.1.7 были даны точные значения ве-
личины λ2(U) и ее N -средних. Из следствия 6.3.4 и этих соотношений
несложно получить соответствующий результат К. Аримы [122] для це-
лых голоморфных функций на плоскости.
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6.4 Другие версии альтернативы Фрагмена–Линделефа

Ниже мы приводим некоторые нетрадиционные варианты альтернативы
Фрагмена – Линделефа для отображеий с ограниченным искажением
многообразий. В случае голоморфных функций f(z) в неограниченных
областях плоскости подобные утверждения имеют вид: если Imf(z) = 0
на границе области, то либо f(z) ≡ const, либо f(z) 6≡ const и Ref(z)
растет достаточно быстро при z → ∞. Ближайший аналог в случае
гармонических функций есть принцип Фрагмена – Линделефа для функ-
ций с нулевыми граничными данными Неймана.

6.4.1 Граничные условия

Пусть A ⊂ Rk – неограниченная область в пространстве переменных
y1, y2, . . . , yk, 1 ≤ k < n. Пусть B – (n−k)-мерное риманово многообразие
с краем или без края. В случае k = n мы предполагаем, что B = ∅.
Рассмотрим многообразие Y = A× B и обозначим через

π : A× B → A и η : A× B → B
естественные проекции декартова произведения на сомножители.

Пусть
wA = dy1 ∧ . . . ∧ dyk

– форма объема на A. Определим (k − 1)-мерные формы

zi(y) = (−1)i−1 yi dy1 ∧ . . . ∧ d̂yi ∧ . . . ∧ dyk
для i = 1, 2, . . . , k. Положим

zA(y) =
1

k

k∑
i=1

zi(y). (6.4.1)

Легко видеть, что

dzA =
1

k

k∑
i=1

dy1 ∧ . . . ∧ dyk = wA.

Пусть X – n-мерное некомпактое риманово многообразие и ∂X 6= ∅.
Зафиксируем функции исчерпания h(x) : X → (0,∞).
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Пусть F (x) : X → Y – отображение с ограниченным искажением и
пусть

f = π ◦ F = (f1, f2, . . . , fk) : X → A.
Обозначим через F множество форм Z, degZ = k−1, на многообразии

X таких, что Z = f ∗zA, где zA есть форма вида (6.4.1), f = π ◦ F и F
есть произвольное отображение с ограниченным искажением X → Y .

Пусть Z ∈ F – произвольная форма данного класса. В силу (6.4.1),
имеем

Z =
1

k

k∑
i=1

(−1)i−1fi(x) dfi(x) ∧ . . . ∧ d̂fi(x) ∧ . . . ∧ dfk(x),

и, таким образом, Z ∈ W 1,n/(k−1)
loc (X ).

Заметим, что

dZ =
1

k

k∑
i=1

(−1)i−1 dfi ∧ df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfk =

=
1

k

k∑
i=1

df1 ∧ . . . ∧ dfk = f ∗wA.

(6.4.2)

Согласно теореме 2.2.6 форма dZ принадлежит классу WT3 со струк-
турными постоянными p = n/k и ν1,ν2, описанными в замечании 2.2.3.
В соответствии с 2.2.3 форма, дополнительная к форме dZ = f ∗wA, есть
g∗wB, где g = η ◦ F и wB – форма объема на многообразии B.

6.4.2 Неравенство типа Пуанкаре – Соболева

Предположим, что форма Z удовлетворяет граничному условию (2.3.4).
Тогда Z ∈ FN , где класс FN был определен в разделе 2.3.4. Функционал
(2.3.21) здесь имеет вид

ε(τ ;FN) = inf

∫
Σh(τ)

|dZ|n/k |∇h|−1 dHn−1
X

∣∣∣ ∫
Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉dHn−1
X

∣∣∣ (6.4.3)
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где θ = ∗(g∗wB) и точная нижняя грань берется по всевозможным фор-
мам Z ∈ FN , degZ = k − 1.

Оценим знаменатель в (6.4.3). Рассмотрим множество всех форм

Z0 ∈ W 1,n/k
loc (X ), degZ0 = k − 1, dZ0 = 0, (6.4.4)

таких, что для почти всех τ ∈ (0,∞) выполнено∫
Σh(τ)

Z0 ∧ θ = 0. (6.4.5)

В силу (6.4.4) и (6.4.5), для почти всех τ ∈ (0,∞) имеем∫
Σh(τ)

〈Z − Z0, ∗θ〉 dHn−1
X =

∫
Σh(τ)

(Z − Z0) ∧ θ =

∫
Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉 dHn−1
X

то есть, величина знаменателя в (6.4.3) не изменилась.
Выберем

Z0 =
1

k

k∑
i=1

(−1)i−1 λi df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfk ,

где λi суть произвольные постоянные.
Ясно, что данная форма удовлетворяет (6.4.4). Проверим выполнение

требования (6.4.5). Мы имеем∫
Σh(τ)

Z0 ∧ θ =
1

k

k∑
i=1

(−1)i−1 λi

∫
Σh(τ)

df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfk ∧ θ.

Однако, в соответствии с граничным условием (2.3.4) имеет место соот-
ношение∫
Σh(τ)

df1∧ . . .∧ d̂fi∧ . . .∧dfk∧θ =

∫
Bh(τ)

d
(
df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfk

)
∧θ = 0

и требование (6.4.4) действительно выполняется.
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Далее имеем∣∣∣ ∫
Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉dHn−1
X

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫
Σh(τ)

(Z − Z0) ∧ θ
∣∣∣ ≤

≤ 1

k

k∑
i=1

∫
Σh(τ)

|fi − λi| |(df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfk ∧ θ)Σh(τ)|,

где символ (ω)Σh(τ) означает ограничение формы ω на Σh.
Поскольку формы dfi|Σh(τ) простые, мы имеем

|(df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfk ∧ θ)Σh(τ)| ≤ |θ|
k∏

j=1,j 6=i

|(dfj)Σh(τ)|,

и ∣∣∣ ∫
Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉dHn−1
X

∣∣∣ ≤ (6.4.6)

≤ 1

k

k∑
i=1

∫
Σh(τ)

|fi − λi| |θ|
k∏

j=1,j 6=i

|(dfj)Σh(τ)| dHn−1
X .

Пусть m ∈ Σh(τ) – регулярная точка h-сферы. По теореме 1.5.1 мо-
нографии [86] для почти всех τ множества уровня Σh(τ) суть счетно
(Hn−1, n− 1)-спрямляемы. Для каждого такого τ мы вправе заключить
по теореме 1.5.2 цитированной монографии, что Σh(τ) имеет касательные
гиперплоскости Hn−1 почти везде.

Как и в разделе 4.1.1, обозначим через ∇1fi(m), ∇2fi(m) проекции
вектора ∇fi(m) на единичный вектор нормали к Σh(τ) и на касательную
гиперплоскость Tm(X ), соответственно. При этом ясно что

|(dfi)Σh(τ)| = |∇2fi| .

С другой стороны, в силу (4.1.43) для каждого i = 1, 2, . . . , k имеем∫
Σh(τ)

|∇h|n−1|fi − λi|n dHn−1
X ≤ µ−nn (Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇2fi|ndHn−1
X .
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Таким образом,∫
Σh(τ)

|fi − λi| |θ|
k∏

j=1,j 6=i

|(dfj)Σh(τ)| ≤
( ∫
Σh(τ)

|∇h|n−1|fi − λi|ndHn−1
X

) 1
n×

×
( ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|θ|
n

n−1

k∏
j=1,j 6=i

|∇1fj|
n

n−1dHn−1
X

)n−1
n ≤

≤ ck−nµ−1
n (Σh(τ))

( ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇2fi|ndHn−1
X

) 1
n×

×
( ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|f ∗wA|
(n−k)n
k(n−1)

k∏
j=1,j 6=i

|∇1fj|
n

n−1dHn−1
X

)n−1
n

.

(6.4.7)

Здесь было использовано неравенство (2.2.25) и постоянная c определена
в замечании 2.2.2.

На основании ”неравенства Юнга с ε > 0” получаем( ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|∇2fi|ndHn−1
X

) 1
n× (6.4.8)

×
( ∫
Σh(τ)

|∇h|−1|f ∗wA|
n(n−k)
k(n−1)

k∏
j=1,j 6=i

|∇1fj|
n

n−1dHn−1
X

)n−1
n ≤

≤
∫

Σh(τ)

|∇h|−1
(εn
n
|∇2fi|n +

n− 1

n
ε

n
1−n |f ∗wA|

k(n−k)
k(n−1)

k∏
j=1,j 6=i

|∇1fj|
n

n−1

)
dHn−1

X .

Поскольку

|f ∗wA|
n(n−k)
k(n−1)

k∏
j=1,j 6=i

|∇1fj|
n

n−1 ≤ n− k

n− 1
|f ∗wA|

n
k +

k − 1

n− 1

k∏
j=1,j 6=i

|∇1fj|
n

k−1
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и
k∏

j=1,j 6=i

|∇1fj|
n

k−1 ≤ 1

k − 1

k∑
j=1,j 6=i

|∇1fj|n,

то
εn

n
|∇2fi|n +

n− 1

n
ε

n
1−n |f ∗wA|

n(n−k)
k(n−1)

k∏
j=1,j 6=i

|∇1fj|
n

n−1 ≤

≤ n− k

n
ε

n
1−n |f ∗wA|

n
k +

εn

n
|∇2fi|n +

1

n
ε

n
1−n

k∑
j=1,j 6=i

|∇1fj|n.

Объединяя это неравенство с неравенствами (6.4.6)–(6.4.8), находим∣∣∣ ∫
Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉dHn−1
X

∣∣∣ ≤
≤
∫

Σh(τ)

|∇h|−1

(
ε

n
1−n
n− k

n
|f ∗wA|

n
k +

εn

kn

k∑
i=1

|∇2fi|n
)
dHn−1

X +

+

∫
Σh(τ)

|∇h|−1

ε n
1−n

kn

k∑
i=1

k∑
j=1,j 6=i

|∇1fj|n
 dHn−1

X =

=

∫
Σh(τ)

|∇h|−1
(
ε

n
1−n
n− k

n
|f ∗wA|

n
k

)
dHn−1

X +

+

∫
Σh(τ)

|∇h|−1

(
εn

kn

k∑
i=1

|∇2fi|n +
k − 1

kn
ε

n
1−n

k∑
i=1

|∇1fi|n
)
dHn−1

X .

Выберем теперь ε0 > 0 так, чтобы коэффициенты перед суммами в
правой части данного соотношения были равны, то есть,

ε0 = (k − 1)
n−1
n2 . (6.4.9)
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Тогда имеем ∣∣∣∣∣∣∣
∫

Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉dHn−1
X

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (6.4.10)

≤ ck−nµ−1
n (Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1
(
ε

n
1−n

0
n− k

k
|f ∗wA|

n
k

)
dHn−1

X +

+ck−nµ−1
n (Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1

(
εn0
kn

k∑
i=1

(|∇1fi|n + |∇2fi|n)

)
dHn−1

X .

Поскольку
(an + bn)1/n ≤ (a2 + b2)1/2,

то
(|∇1fi|n + |∇2fi|n)1/n ≤

(
|∇1fi|2 + |∇2fi|2

)1/2
= |∇fi|,

и мы получаем
k∑
i=1

(
|∇1fi|n + |∇2fi|n

)
≤

k∑
i=1

|∇fi|n ≤
( k∑
i=1

|∇fi|2
)n/2

= ||f ∗wA||n.

Однако, форма f ∗wA принадлежит классу WT3 и, по теореме 2.2.5,

||f ∗wA||n ≤ kn/2ν3〈f ∗wA, ∗θ〉 ≤ kn/2ν3|f ∗wA| | ∗ θ|,
где ν3 – постоянная, определенная в замечании 2.2.2.

Таким образом, в силу (2.2.25), мы можем записать

||f ∗wA||n ≤ kn/2ν3c
k−n|f ∗wA|n/k.

Пользуясь (6.4.10), приходим к полезному неравенству для знамена-
теля в (6.4.3)∣∣∣ ∫

Σh(τ)

〈Z, ∗θ〉dHn−1
X

∣∣∣ ≤ Cµn(Σh(τ))

∫
Σh(τ)

|∇h|−1 |f ∗wA|n/kdHn−1
X ,
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где постоянная

C = ck−n
(n− k

k
ε

n
1−n

0 +
εn0
n
k(n−2)/2ν3c

k−n
)

(6.4.11)

и постоянная ε0 определена соотношением (6.4.9) тогда, как постоянные
ν3 и c определены в замечании 2.2.2.

Подставляя это неравенство в (6.4.3), окончательно получаем

1

C
µn(Σh(τ)) ≤ ε(τ ;FN). (6.4.12)

6.4.3 Рост интеграла энергии

Данное неравенство открывает возможность записать (2.3.23) в виде∫
Bh(τ1)

|dZ|n/k ∗ 11 ≤ exp
{
−ν0

C

τ2∫
τ1

µn(Σh(t))dt
} ∫
Bh(τ2)

|dZ|n/k ∗ 11, (6.4.13)

где ν0 = ν1ν
n/(n−k)
2 и постоянные ν1,ν2 определены в замечании 2.2.2.

Далее заметим, что для каждого фиксированного τ3 ∈ (0,∞) и фик-
сированных величин λi(τ3), i = 1, 2, . . . , k, удовлетворяющих условию
(2.3.27), форма

Z0 =
1

k

k∑
i=1

(−1)i−1λi(τ3) dfi ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfk.

Чтобы убедиться в этом зададим произвольную липшицеву функцию φ
на Bh(τ3). В силу граничного условия (2.3.4), имеем∫

Σh(τ3)

φZ0 ∧ θ =

∫
Bh(τ3)

d(φZ0) ∧ θ =

∫
Bh(τ3)

dφ ∧ Z0 ∧ θ, (6.4.14)

как и требуется.
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Воспользуемся теоремой 2.3.4, применив ее к форме f ∗wA. Для про-
извольного τ3 > τ2 имеем∫

Bh(τ2)

|f ∗wA|n/k ∗ 11 ≤ nν1

k(τ3 − τ2)

∫
τ2<h(x)<τ3

|∇h| |(Z − Z0) ∧ θ| ∗ 11 ≤

≤ const

τ3 − τ2

∫
τ2<h(x)<τ3

|∇h| |Z − Z0| |θ| ∗ 11 ≤

≤ const

τ3 − τ2

∫
τ2<h(x)<τ3

|∇h|
k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)| |θ|
k∏

j=1,j 6=i

|∇fj| ∗ 11.

Аргументируя, как и выше, находим

|θ|
k∏

j=1,j 6=i

|∇fj| ≤ const |f ∗wA|(n−k)/k
( k∑
i=1

|∇fi|2
)(k−1)/2

≤

≤ const |f ∗wA|(n−k)/k||f ∗wA||k−1 ≤ const |f ∗wA|(n−1)/k.

Таким образом, ∫
Bh(τ2)

|f ∗wA|n/k ∗ 11 ≤

≤ const

τ3 − τ2

∫
τ2<h(x)<τ3

|∇h| |f ∗wA|(n−1)/k
( k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ2)|2
)1/2

∗ 11

и по формуле Кронрода – Федерера при любых τ3 > τ2 > 0 выполняется∫
Bh(τ2)

|f ∗wA|n/k ∗ 11 ≤ const

τ3 − τ2

τ3∫
τ2

ω(t;λ)dt

∫
Σh(t)

|f ∗wA|(n−1)/kdHn−1
X , (6.4.15)

где

ω(t;λ) = sup
x∈Σh(t)

( k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)|2
)1/2
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и
λ(τ3) =

(
λ1(τ3), λ2(τ3), . . . , λk(τ3)

)
суть произвольные постоянные.

Если воспользоваться теоремой 2.3.5 для оценки интеграла от |dZ| по
h-шару Bh(τ2), то при произвольных τ3 > τ2 > 0 имеем∫
Bh(τ2)

|f ∗wA|n/k∗11 ≤
(ν2

ν1

)n/k( n

k(τ3 − τ2)

)n/k ∫
τ2<h(x)<τ3

|∇h|n/k|Z−Z0|n/k∗11.

Как и выше, получаем

|Z − Z0| ≤
k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)| |df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfk|

≤
k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)|
k∏

j=1,j 6=i

|∇fj|

≤ const
( k∑
i=1

|∇fi|2
)(k−1)/2( k∑

i=1

|fi(x)− λi(τ3)|2
)1/2

(6.4.16)

≤ const ||f ∗wA||k−1
( k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)|2
)1/2

≤ const |f ∗wA|(k−1)/k
( k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)|2
)1/2

.

Данный путь приводит к оценке∫
Bh(τ2)

|f ∗wA|n/k ∗ 11 ≤ const

(τ3 − τ2)n/k

∫
τ2<h(x)<τ3

|∇h|n/k|f ∗wA|(k−1)/k ∗ 11 ≤

≤ const

(τ3 − τ2)n/k

τ3∫
τ2

ωn/k(t;λ) dt

∫
Σh(t)

|∇h|(n−k)/k|f ∗wA|(k−1)/kdHn−1
X .

(6.4.17)
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6.4.4 Интеграл энергии в специальном случае

Мы завершим найденные оценки интеграла от |dZ| по h-шару еще одной
оценкой, формулируемой в терминах ω(t;λ) и использующей специаль-
ный вид формы Z.

Зафиксируем τ3 > τ2 и введем в рассмотрение функцию

φ =



1 при h(x) ≤ τ2 ,

τ3 − h(x)

τ3 − τ2
при τ2 < h(x) < τ3 ,

0 при τ3 ≤ h(x) .

Для форм φn Z и φn Z0 выполнены, соответственно, (2.3.4) и (6.4.14). Так
как форма φn(Z − Z0) обращается в нуль на Σh(τ3), то мы имеем∫

Bh(τ3)

d (φn(Z − Z0)) ∧ θ = 0.

Таким образом,∫
Bh(τ3)

φnd(Z − Z0) ∧ θ = −n
∫

Bh(τ3)

φn−1 dφ ∧ (Z − Z0) ∧ θ

и, следовательно,∣∣∣ ∫
Bh(τ3)

φndZ ∧ θ
∣∣∣ ≤ n

∫
τ2<h(x)<τ3

φn−1|dφ| |Z − Z0| |θ| ∗ 11. (6.4.18)

Как при доказательстве теоремы 2.2.5, находим

dZ ∧ θ = 〈f ∗wA, ∗θ〉 ∗ 11 ≥ const |f ∗wA|n/k,
где const – некоторая постоянная, величина которой здесь не существен-
на.

Однако,

|f ∗wA|n/k ≥ const ||f ∗wA||n = const
( k∑
i=1

|∇fi|2
)n/2
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и, следовательно,∣∣∣ ∫
Bh(τ3)

φn dZ ∧ θ
∣∣∣ ≥ const

∫
Bh(τ3)

φn
( k∑
i=1

|∇fi|2
)n/2

∗ 11. (6.4.19)

С другой стороны, согласно (6.4.16) имеем

|Z − Z0| |θ| ≤ const |θ| ||f ∗wA||k−1
( k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)|2
)1/2

≤

≤ const |f ∗wA|(n−k)/k ||f ∗wA||k−1
( k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)|2
)1/2

≤

≤ const ||f ∗wA||k−1
( k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)|2
)1/2

.

Таким образом,∫
τ2<h(x)<τ3

φn−1 |dφ| |Z − Z0| |θ| ∗ 11 ≤

≤ const

∫
τ2<h(x)<τ3

φn−1|∇φ| ||f ∗wA||n−1
( k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)|2
)1/2

∗ 11.

В силу (6.4.18) и (6.4.19), это неравенство влечет∫
Bh(τ3)

φn
( k∑
i=1

|∇fi|2
)n/2

∗ 11 ≤

≤ const

∫
τ2<h(x)<τ3

φn−1|∇φ|
( k∑
i=1

|∇fi|2
)(n−1)/2( k∑

i=1

|fi − λi|2
)1/2

∗ 11

≤ const

( ∫
τ2<h(x)<τ3

φn
( k∑
i=1

|∇fi|2
)n/2

∗ 11
)(n−1)/n

×
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×
( ∫
τ2<h(x)<τ3

|∇φ|n
( k∑
i=1

|fi − λi|2
)n/2

∗ 11
)1/n

и, далее, ∫
Bh(τ3)

φn
( k∑
i=1

|∇fi|2
)n/2

∗ 11 ≤

≤ const

∫
τ2<h(x)<τ3

|φ′|n|∇h|n
( k∑
i=1

|fi − λi|2
)n/2

∗ 11.

Пользуясь теперь специальным видом функции φ, приходим к неравен-
ству∫

Bh(τ2)

( k∑
i=1

|∇fi|2
)n/2

∗ 11 ≤ const
ω̃n(τ3;λ)

(τ3 − τ2)n

∫
τ2<h(x)<τ3

|∇h|n ∗ 11, (6.4.20)

где

ω̃(τ3;λ) = sup
x∈Bh(τ3)

( k∑
i=1

|fi(x)− λi(τ3)|2
)1/2

.

В частном случае, когда h(x) есть специальная функция исчерпания
многообразия X со структурной постоянной p = n, используя соотноше-
ния (1.1.20), (1.1.21), получаем∫

τ2<h(x)<τ3

|∇h|n ∗ 11 = J (τ3 − τ2),

где

J =

∫
Σh(τ)

|∇h|n−1dHn−1
X

есть величина, не зависящая от τ .
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Таким образом, неравенство (6.4.20) может быть переписано в виде∫
Bh(τ2)

( k∑
i=1

|∇fi|2
)n/2

∗ 11 ≤ const
ω̃n(τ3;λ)

(τ3 − τ2)n−1 . (6.4.21)

6.4.5 Другие версии альтернативы

Объединяя (6.4.13), (6.4.15), (6.4.17), (6.4.20), (6.4.21), приходим к утвер-
ждению

Теорема 6.4.1 Пусть X – n-мерное риманово многообразие, ∂X 6= ∅.
Пусть A ⊂ Rk – неограниченная область, B – (n− k)-мерное риманово
многообразие с краем либо без края, Y = A × B, и π : A × B → A,
η : A × B → B – естественные проекции многообразия Y на A и B,
соответственно.

Пусть h(x) – функция исчерпания на X .
Пусть F (x) : X → Y – отображение с ограниченным искажением,

f = π ◦ F = (f1, f2, . . . , fk), g = η ◦ F и wB – форма объема на B,
Z = g∗wB. Предположим, что Z удовлетворяет условию (2.3.4).

Тогда либо F (x) ≡ const, либо F (x) 6≡ const и

lim inf
τ→∞

∫
Bh(τ)

|f ∗wA|n/k ∗ 11 exp
{
−ν0

C

τ∫
µn(Σh(t))dt

}
> 0, (6.4.22)

или

lim inf
τ→∞

osc{f ;Bh(τ + 1)}
∫

τ<h(x)<τ+1

|∇h| |f ∗wA|(n−1)/k ∗ 11× (6.4.23)

× exp
{
−ν0

C

τ+1∫
µn(Σh(t))dt

}
> 0,

или

lim inf
τ→∞

(osc{f ;Bh(τ + 1)})n/k
∫

τ<h(x)<τ+1

|∇h|n/k|f ∗wA|(k−1)/k ∗ 11× (6.4.24)
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× exp
{
−ν0

C

τ+1∫
µn(Σh(t))dt

}
> 0,

или
lim inf
τ→∞

(osc{f ;Bh(τ + 1)})n
∫

τ<h(x)<τ+1

|∇h|n ∗ 11× (6.4.25)

× exp
{
−ν0

C

τ+1∫
µn(Σh(t))dt

}
> 0.

В частности, если h(x) есть специальная функция исчерпания X ,
то либо F ≡ const, либо F (x) 6≡ const и

oscn{f ;Bh(τ + 1)} exp
{
−ν0

C

τ+1∫
µn(Σh(t))dt

}
> 0. (6.4.26)

Здесь ν0 = ν1 ν
n/(n−k)
2 , постоянные ν1, ν2 определены в замечании

2.2.2, а постоянная C — равенством (6.4.11).

Для доказательства достаточно положить τ3 = τ2 + 1, после чего
выбрать постоянные λi(τ3), i = 1, 2, . . . , k, равными fi(x0), где x0 ∈
Bh(τ2 + 1), и заметить, что

max{ω(τ3;λ), ω̃(τ3;λ)} ≤ osc{f ;Bh(τ3)}.
�

Геометрический смысл условия (2.3.4) описывается леммой 2.3.1. Что-
бы пояснить содержание доказанной теоремы рассмотрим ее частные
случаи.

Предположим сначала, что сомножитель B в декартовом произведе-
нии Y = A× B является евклидовым пространством Rn−k. Пусть

yk+1, yk+2, . . . , yn ,

– ортонормальная система координат в Rn−k. Тогда

wB = dyk+1 ∧ . . . ∧ dyn
и

θ = dfk+1 ∧ . . . ∧ dfn.
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Условие (2.3.4) может быть записано в виде∫
Σh(τ)

v ∧ dfk+1 ∧ . . . ∧ dfn = 0 (6.4.27)

для почти всех τ ∈ (0,∞) и всех форм v, deg v = k−1, класса, описанного
в (2.3.4).

Здесь имеем

Следствие 6.4.1 Пусть F = (f1, f2, . . . , fn) : X → Rn – отображение
с ограниченным искажением, F (x) 6≡ const, и пусть F удовлетворяет
на границе ∂X предположению (6.4.27). Положим f = (f1, f2, . . . , fk),
1 ≤ k < n. Тогда

если
X = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0},

то
lim inf
t→∞

osc{f ;Bn(0, t) ∩ X} t−(µnν0)/nC > 0 (6.4.28)

где µn = µn(Sn(1)∩X ) есть основная частота свободной мембраны по-
лусферы единичного радиуса,

если

X = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0, (x1, . . . , xn−1) ∈ D},

где D – область в Rn−1 и

Σt = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X : xn = t} ,
то

lim inf
t→∞

osc{f ; Σt} exp
{
−µn(D)ν0

nC
t
}
> 0. (6.4.29)

Доказательство. Пусть X – полупространство. Область X является n-
допустимой в смысле, описанным в примере 1.1.10. Функция h(x) = ln |x|
есть специальная функция исчерпания X . Для доказательства соотноше-
ния (6.4.28) достаточно заметить, что

µn(Σh(t)) =
1

t
µn(Sn(0, 1) ∩ X ).
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Если X – полуцилиндр с осью, параллельной xn-оси, то он является 1-
допустимым и специальная функция исчерпания на X имеет вид h(x) =
xn. Для основной частоты свободной мембраны мы имеем

µn(Σh(t)) ≡ µn(D) .

�



Глава 7

Почти-решения

Вводятся почти решения квазилинейных уравнений с частными произ-
водными эллиптического типа. Рассматриваемый класс уравнений вклю-
чает в себя, в частности, уравнения для p-гармонических функций, урав-
нение газовой динамики и др. Указаны условия, при которых решения с
особенностями являются почти-решениями. Даются приложения к про-
блеме устранимых особенностей решений эллиптических уравнений и
отображений с ограниченным искажением. Доказательства базируются
на взаимосвязях с дифференциальными формами [81], [82].

7.1 Почти-решения

Пусть D ⊂ Rn – область и пусть k(x) : D → R – измеримая по Лебегу
функция такая, что для всякой подобласти D′ ⊂⊂ D выполнено

0 < ess inf
D′
k(x) ≤ ess sup

D′
k(x) <∞ . (7.1.1)

Пусть A : D×Rn → Rn – отображение, удовлетворяющее следующим
предположениям:

(i) для почти всех x ∈ D отображение ξ ∈ Rn → A(x, ξ) определено и
непрерывно,

(ii) отображение x ∈ D → A(x, ξ) измеримо для всех ξ ∈ Rn;
(iii) для почти всех x ∈ D и всех ξ ∈ Rn выполняются следующие

структурные ограничения:

µ1 k(x) |ξ|p ≤ 〈ξ, A(x, ξ)〉 , (7.1.2)
|A(x, ξ)| ≤ µ2 k(x) |ξ|p−1 , (7.1.3)

417
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где µ1, µ2 > 0 и p ≥ 1 – некоторые постоянные.
Удобно обозначить µ = µ2/µ1. Ясно, что всегда µ ≥ 1.
Рассмотрим уравнение

divA(x,∇h) = 0 . (7.1.4)

Будем говорить, что непрерывная функция h классаW 1,p
loc (D) является

в D обобщенным решением уравнения (7.1.4), если для всякой непрерыв-
ной функции ϕ(x) ∈ W 1,q(D), 1/p+1/q = 1 (при p = 1 величина q = ∞),
с компактным носителем suppϕ ⊂ D выполнено:∫

D

〈∇ϕ,A(x,∇h)〉 dx = 0 , (7.1.5)

где dx = dx1 . . . dxn – элемент объема.
Предположения (i) и (ii) гарантируют измеримость отображения x ∈

D → A(x, g(x)) для произвольного измеримого на D векторного поля g.
Предположения (7.1.2), (7.1.3) говорят об эллиптичности (7.1.4) (детали
см. в [170], раздел 3). Обобщенные решения всевозможных уравнений
описанного вида будем называть A-решениями. Множество A-решений
содержит, в частности, класс p-гармонических функций и при p = 2 —
гармонических.

Отметим, что при определении A-решений в [170] предполагается, что
p > 1. Допущение p = 1 позволяет нам включить в рассмотрения уравне-
ние минимальной поверхности (4.3.9), уравнение максимальной поверх-
ности в пространстве Минковского (4.3.39), а также уравнение газовой
динамики (см. ниже раздел 7.3.1).

Фиксируем ε > 0. Будем говорить, что непрерывная функция h класса
W 1,p

loc (D) является почти-решением уравнения (7.1.4), если для всякой
непрерывной функции

ϕ(x) ∈ W 1,q(D) , 0 ≤ |ϕ(x)| ≤ 1 , (7.1.6)
с компактным носителем suppϕ ⊂ D выполнено:∣∣∣∣∣∣

∫
D

〈∇ϕ,A(x,∇h)〉 dx

∣∣∣∣∣∣ < ε . (7.1.7)

Величину ε > 0 будем называть уклонением почти-решения h.
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В большинстве приложений дифференциальных уравнений в естество-
знании на самом деле мы имеем дело не с (идеальными) решениями, но с
почти-решениями. Ниже устанавливается, что при определенных услови-
ях всякое A-решение с особенностями является почти-решением. Даются
оценки его уклонения.

Замечание. Представляется естественным, на первый взгляд, вме-
сто условия (7.1.6) на класс допустимых функций в определении почти-
решения потребовать выполнение предположения

ϕ(x) ∈ W 1,q(D) , 0 ≤ |ϕ(x)| ≤ 1 . (7.1.8)

Ясно, что требование (7.1.8) на функции ϕ в (7.1.7) является более мяг-
ким по сравнению с (7.1.6) и класс почти-решений расширяется. Вместе
с тем, несложно усмотреть, что выполнение (7.1.6), (7.1.7) с уклонени-
ем ε > 0 влечет выполнение (7.1.8), (7.1.7) с уклонением ε1 = 2 ε. Мы
оставляем проверку этого высказывания заинтересованному читателю.

7.1.1 (k, p)-Емкость

В дополнение к p-емкости, используемой выше, нам потребуется взве-
шенная (k, p)-емкость. Пусть D – открытое множество в Rn и пусть
A,B ⊂ D – подмножества Rn такие, что их замыкания A и B компакт-
ны относительно D, причем A ∩B = ∅. Каждая такая тройка множеств
(A,B;D) образует конденсатор в Rn.

Предположим, что функция k обладает свойствами (7.1.1). Зафикси-
руем p ≥ 1. (k, p)-Емкость конденсатора (A,B;D) определяется как ве-
личина

capk,p(A,B;D) = inf

∫
D

k(x) |∇ϕ|pdx, (7.1.9)

где точная нижняя грань берется по всем непрерывным функциям ϕ
класса W 1,p

loc (D) со свойствами: ϕ|A = 0, ϕ|B = 1.
Легко видеть, что для любой пары конденсаторов

(A,B;D) и (A1, B1;D) ,

удовлетворяющей условиям A1 ⊂ A, B1 ⊂ B, выполнено

capk,p(A1, B1;D) ≤ capk,p(A,B;D).
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Стандартная аппроксимационная техника показывает, что величина
capk,p(A,B;D) не изменится, если при определении емкости (7.1.9) огра-
ничиться рассмотрением липшицевых функций ϕ, равных 0 и 1 на мно-
жествах A и B соответственно, и ∇ϕ 6= 0 почти всюду на D \ (A ∪B).

Компактное множество E ⊂ D имеет (k, p)-емкость нуль, если

capk,p(E,U ;D) = 0

для всякого открытого множества U ⊂ D такого, что E ∩ U = ∅.
Если k ≡ 1, то для всякого конденсатора (A,B;D) в Rn используем

ранее введенное обозначение
capp(A,B;D) = cap1,p(A,B;D) .

См. также разделы 1.1.3, 1.1.5, 3.2.3. Для p > 1 теория (k, p)-емкости
подробно описана в монографии [170, стр. 27-54].

7.1.2 Примеры применения

Один из ключевых вопросов, возникающих при анализе перспективно-
сти приложений теории ”почти-решений” в практических разработках —
это вопрос об объеме информации, содержащихся в неравенствах вида
(7.1.7) по сравнению с соотношениями (7.1.5). Мы проиллюстрируем со-
держательность неравенств (7.1.7) на примере стандартного принципа
максимума – минимума.

Итак, пусть D — область в Rn, пусть h ∈ W 1,p
loc (D) ∩ C0(D) – почти-

решение уравнения (7.1.4), удовлетворяющего предположениям (7.1.2),
(7.1.3) в D. Пусть ε > 0 — его уклонение.

Пусть h|∂D < 0. Предположим, что множество

O = {x ∈ D : h(x) > 0}
не пусто. В силу условия h|∂D < 0, имеем

O ∩ ∂D = ∅ .
Положим

M = sup
x∈D

h(x) .

Зафиксируем произвольно функцию ψ ∈ W 1,p(D) со свойствами:

0 ≤ ψ(x) ≤ 1 , suppψ − компакт . (7.1.10)
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Функция

h̃(x) =


h(x)

M
при x ∈ O ,

0 при x ∈ D \ O

имеет носитель O, принадлежит классу W 1,p
loc (D) и удовлетворяет усло-

вию
0 ≤ h̃(x) ≤ 1 .

Указанными свойствами обладает функция ϕ = ψph̃ причем ее носитель
компактен и содержится вD. Тем самым, на основании (7.1.7), мы можем
записать ∣∣∣∣∣∣

∫
D

〈∇ϕ,A(x,∇h)〉dx

∣∣∣∣∣∣ < ε .

Так как

∇ϕ = pψp−1h̃∇ψ +
ψp

M
∇h при x ∈ O ,

и
∇ϕ = 0 при x ∈ D \ O ,

отсюда находим

1

M

∫
O

ψp 〈∇h,A(x,∇h)〉 dx ≤ p

∫
O

ψp−1 |h̃| |〈∇ψ,A(x,∇h)〉| dx+ ε .

Пользуясь предположениями (7.1.2), (7.1.3), получаем

µ1

M

∫
O

ψp k(x) |∇h(x)|p dx ≤ pµ2

∫
O

ψp−1 k(x)|∇ψ(x)| |∇h(x)|p−1 dx+ ε .

Пусть p > 1. В силу неравенства

ab ≤ 1

p

(a
δ

)p
+
p− 1

p
(δb)p/(p−1), a, b > 0 ,
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где δ > 0 – произвольная постоянная, данное соотношение переписываем
в виде

µ1

M

∫
O

ψp k(x) |∇h(x)|p dx ≤ δp/(p−1)(p− 1)µ2

∫
O

ψp k(x)|∇h(x)|p dx+

+δ−pµ2

∫
O

k(x) |∇ψ(x)|p dx+ ε

или,∫
O

ψp k(x) |∇h(x)|p dx ≤ δp/(p−1)(p− 1)µM

∫
O

ψp k(x)|∇h(x)|p dx+

+δ−pµM

∫
O

k(x) |∇ψ(x)|p dx+
M

µ1
ε

Выберем δ > 0 столь малым, чтобы (p − 1)M µδp/(p−1) = 1/2. Тогда
выполнено

1

2

∫
O

ψpk(x) |∇h(x)|p dx ≤ M

µ1
ε+ (7.1.11)

+2p−1µpMp(p− 1)p−1
∫
O

k(x) |∇ψ(x)|p dx .

Пусть 0 < r < R < ∞. В частности, выбирая в (7.1.11) функцию ψ ≡ 1
на {|x| < r} ∩ O и ψ ≡ 0 при {|x| > R} ∩ O, приходим к соотношению∫

{|x|<r}∩O

k(x)|∇h|p dx ≤ 2ε
M

µ1
+

+2pµpMp(p− 1)p−1
∫

O∩{r<|x|<R}

k(x) |∇ψ(x)|p dx .
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Если обозначить через

capk,p (A,L) = inf
u

∫
D

k(x) |∇u|p dx, u|A ≡ 0, u|L ≡ 1 ,

взвешенную (k, p)-емкость конденсатора (A,L;D) и через

λk,p(O) = inf
u

∫
O

k(x) |∇u|pdx

∫
O

k(x)updx
, u ∈ C1(O)∩C0(O), u|∂O = 0, (7.1.12)

основную частоту порядка p ≥ 1 открытого множества O ⊂ Rn, то в
описанных предположениях имеем

λk,p(O)

∫
O

k(x)hp(x) dx ≤
∫
O

k(x) |∇h(x)|p dx ,

и, в силу (7.1.11), мы получаем
1

2

∫
{|x|<r}∩O

k(x) |∇h(x)|p dx ≤ M

µ1
ε+ (7.1.13)

+2p−1µpMp(p− 1)p−1 capk,p (Or,O \ OR) ,

где Qt = {|x| < t} ∩Q.
Будем говорить, что неограниченная область D ⊂ Rn является (k, p)-

узкой в окрестности бесконечно удаленной точки Rn, если при всяком
r > 0 выполнено

lim
R→∞

capk,p (Dr, D \DR) = 0 .

Тем самым, приходим к следующей форме принципа максимума для
почти-решений.

Теорема 7.1.1 Пусть h – почти-решение с уклонением ε > 0 в обла-
сти D ⊂ Rn уравнения (7.1.4) с ограничениями (7.1.2), (7.1.3), удовле-
творяющее на границе области предположению h|∂D ≤ 0. Тогда либо
h ≤ 0 всюду в D, либо либо открытое множество

O = {x ∈ D : (h1(x)− h2(x)) > 0}
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не пусто и имеет место (7.1.13).
В частности, если D ограничена или является (k, p)-узкой на беско-

нечности, то для любого r > 0 выполнено∫
{|x|<r}∩O

k(x)hp(x) dx ≤ 2εM

µ1 λk,p(O)
. (7.1.14)

В случае, когда h есть обобщенное A-решение, т.е. уклонение ε = 0,
мы имеем ∫

O

k(x)hp(x) dx = 0 .

Отсюда, h(x) ≡ 0 и мы приходим к стандартной форме принципа макси-
мума дляA-гармонических функций. Другими словами, свойство (7.1.14)
для почти-решений представляет собой специальную форму обобщенно-
го принципа максимума для A-гармонических функций.

Соотношение (7.1.14) дает оценку размеров открытого множества O =
{x ∈ D : h(x) > 0} и характеризует насколько почти решение h уравне-
ния A-гармонических в области D функций со свойствами:

h|∂D ≤ 0 , max
x∈D

h(x) = M ,

отличается от 0 на нем.
Величина λk,p(O) невозрастает с расширением множества O и потому

λk,p(D) ≤ λk,p(O) .

Пусть D ⊂ Rn – область и u : D → R – некоторая функция. Пусть
s > 0 – некоторое число. Подобласть ∆ ⊂ D называется s-зоной (зоной
стагнации) функции u, если существует постоянная C такая, что эта
функция отличается (в каком-либо смысле) от C в ∆ не более, чем на s.

К примеру, можно положить
sup
x∈∆

|u(x)− C| ≤ s

(см. [83], [213]), или

‖u(x)− C‖Lp(∆) =

∫
∆

|u(x)− C|p dx

1/p

≤ s .



7.1. ПОЧТИ-РЕШЕНИЯ 425

Соотношения (7.1.13), (7.1.14) служат также источниками оценок раз-
меров областей стагнации почти-решений h. Именно, имеет место

Следствие 7.1.1 В условиях теоремы 7.1.1 выполнено∫
O

k(x)hp(x) dx ≤ 2εM

µ1 λk,p(D)
. (7.1.15)

В частности, если величина ε > 0 столь мала, что

2εM

µ1 λk,p(D)
≤ s ,

то ∫
O

k(x)hp(x) dx ≤ s

и множество O является s-зоной.



426 ГЛАВА 7. ПОЧТИ-РЕШЕНИЯ

7.2 Почти замкнутые формы

Обозначим через Q(x, t) куб в Rn с центром в точке x и длиной ребра
t. Пусть ω : [0,∞) → [0,∞) – калибровочная функция, т.е. непрерыв-
ная неубывающая функция, обладающая свойством: для всякого k ≥ 1
найдется постоянная c(k, ω) такая, что при всех t ≥ 0 выполнено

ω (kt) ≤ c(k, ω) ω(t) . (7.2.1)

Символом Cω(D) мы обозначаем множество всевозможных функций
ϕ : D → R таких, что для всякого компактного множества A ⊂ D и
произвольного куба Q(x, r) со свойствами

Q(x, r) ⊂ D , x ∈ A , (7.2.2)

выполнено

|ϕ(x′′)− ϕ(x′)| ≤ c(r, A)ω(|x′′ − x′|) при всех x′, x′′ ∈ Q(x, r) .

Здесь c(r, A) > 0 – некоторая постоянная.
Пусть α, β – дифференциальные формы степени k ≥ 1 в D с коэф-

фициентами αi1...ik ∈ Lploc(D). Будем говорить, что α и β интегрально
зависимы в D, если ∫

D

α ∧ ∗β = 0. (7.2.3)

Дифференциальная форма α является слабо замкнутой в D (в смыс-
ле определения 2.1.1), если α интегрально зависима в D от всякой диф-
ференциальной формы dβ, deg β = degα − 1, с компактным носите-
лем supp β = {x ∈ D : β 6= 0} в D и коэффициентами класса W 1,q

loc (D),
1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p, q ≤ ∞ .

Пусть ε > 0 – фиксированное число. Будем говорить, что форма

α ∈ Lploc(D) , degα = n− 1 ,

почти замкнута в D с уклонением ε > 0, если∣∣∣∣∣∣
∫
D

dϕ ∧ α

∣∣∣∣∣∣ < ε (7.2.4)
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для всех
ϕ ∈ C1(D) , suppϕ ⊂ D , 0 ≤ |ϕ| ≤ 1 .

Легко видеть, что если форма α почти замкнута со сколь угодно ма-
лым уклонением, то α слабо замкнута.

7.2.1 Лемма о разбиении единицы

Пусть k ≥ 0 и p1, . . . , pn – целые. Рассмотрим в Rn семейство всевозмож-
ных замкнутых кубов

Q = [p12
−k, (p1 + 1)2−k]× . . .× [pn2

−k, (pn + 1)2−k] .

Каждый из кубов Q имеет стороны длины 2−k, параллельные осям ко-
ординат Rn, и вершины вида 2−k(p1, . . . , pn). Такие кубы являются би-
нарными (двоичными). Два бинарных куба считаются разъединенными,
если их пересечение не содержит внутренних точек.

Пусть E ⊂ Rn и h – произвольная калибровочная функция. Для про-
извольного ε > 0 полагаем

Dh
ε (E) = inf

∞∑
i=1

h(si) ,

где точная нижняя грань берется по всем покрытиям E счетными семей-
ствами бинарных кубов {Qi} с ребрами длины si ≤ ε. Положим

Dh(E) = lim
ε→0

Dh
ε (E) .

Заметим, что семейство {Qi} может быть выбрано состоящим из попарно
разъединенных кубов, поскольку непустота внутренности пересечения
двух бинарных кубов влечет, что один из них содержит другой. Величину
Dh(E) будем называть бинарной h-мерой множества E.

Ясно, что бинарная h-мераDh(E) сравнима с мерой ХаусдорфаHh(E).
Именно, существуют постоянные C1 = C1(n, h), C2 = C2(n, h), 0 < C1 ≤
C2 < ∞, такие что для всякого компактного множества E ⊂ Rn выпол-
нено

C1Hh(E) ≤ Dh(E) ≤ C2Hh(E) .

В частности, Dh(E) = 0 тогда и только тогда, когда Hh(E) = 0 .
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Для произвольного куба Q со стороной s пусть λQ (λ > 0) означает
куб стороны λs и тем же самым центром.

Следующее утверждение представляет собой специальную модифика-
цию леммы 3.1 из работы Харви и Полкинга [165].

Лемма 7.2.1 Пусть {Qi} (1 ≤ i ≤ N) – конечное семейство попарно
разъединенных бинарных кубов с ребрами длины si, s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥
sN , и пусть λ > 1 – некоторое, произвольным образом фиксированное
число. Для всякого i найдется функция ϕi ∈ C∞

0 (Rn), 0 ≤ ϕi ≤ 1, с
носителем suppϕi ⊂ λQi такая, что

N∑
i=1

ϕi(x) = 1 при всех x ∈ ∪Ni=1Qi . (7.2.5)

При этом, для любых i = 1, . . . , N , k = 1, . . . , n и произвольной посто-
янной c(n, λ), удовлетворяющей условию

c(n, λ) > 2n+2 λ

λ− 1
, (7.2.6)

выполнено
|Dkϕi(x)| ≤

c(n, λ)

si
при всех x ∈ Rn (7.2.7)

Здесь обозначено Dk = ∂/∂xk.

Доказательство. Существование разбиения единицы, подчиненного се-
мейству {Qi}, с оценкой вида (7.2.7) для λ = 3/2 следует из [165]. Для
наших целей важен конкретный вид постоянной c(n, λ) в неравенстве
(7.2.7), поэтому мы приводим здесь самостоятельные построения.

Выберем ψ ∈ C∞
0 (Rn) так, чтобы

ψ(x) = ψ(x1, . . . , xi, . . . , xn) ≡ 1 при |xi| ≤ 1

для всех i = 1, . . . , n и

ψ(x) = ψ(x1, . . . , xi, . . . , xn) = 0 при |xi| ≥ λ ,

хотя бы для некоторого i.
Пусть

ψk(x) = ψ(2(x− ak)/sk) ,
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где ak есть центр куба Qk. Пусть ϕ1 = ψ1 и пусть

ϕl = ψl Π
l−1
j=1(1− ψj) для всякого l = 2, . . . , N .

Тогда ϕk ∈ C∞(Rn) и при любом 1 ≤ k ≤ N выполнено

suppϕk ⊂ suppψk ⊂ λQk .

По построению функций ϕk ясно, что 0 ≤ ϕk ≤ 1 при всех 1 ≤ k ≤ N .
Пользуясь индукцией, выводим

k∑
j=1

ϕj = 1− Πk
j=1(1− ψj) (k = 1, 2, . . . , N) .

Поскольку ψj|Qj
= 1, то Πk

j=1(1− ψj) = 0 при x ∈ ∪Nj=1Qj и, тем самым,

N∑
j=1

ϕj(x) = 1 при x ∈ ∪Nj=1Qj .

Нам осталось найти оценку на производные функций ϕi. Уточним сна-
чала выбор функции ψ. Введем в рассмотрение C∞-функцию

ξ(t) : R → R

со свойствами:

|ξ(t)| ≤ 1 при всех t ∈ R , ξ(t) ≡ 1 при t ∈ [−1, 1],

и
ξ(t) ≡ 0 при t ∈ R \ [−λ, λ] .

Выберем

ψ(x) ≡ ψ(x1, . . . , xk, . . . , xn) =
n∏
k=1

ξ(xk) .

Тогда, полагая, что aj = (aj1, . . . , ajn) есть центр куба Qj, имеем

ψj(x) =
n∏
k=1

ξ

(
2(xk − ajk)

sj

)
.
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Отсюда находим, что при любом p = 1, . . . , n выполнено

|Dpψj(x)| =
2

sj

∣∣∣∣∣∣∣
n∏

k=1
k 6=p

ξ

(
2(xk − ajk)

sj

)∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ξ′(2(xp − ajp)

sj

)∣∣∣∣ ≤
≤ 2

sj
ess supt∈R|ξ′(t)| .

(7.2.8)

Функция ξ может быть выбрана так, чтобы для произвольной, наперед
заданной постоянной µ > 1 было выполнено

ess supt∈R |ξ′(t)| ≤
2µ

λ− 1
. (7.2.9)

Так как по построению ϕ1 = ψ1, то, в силу (7.2.8) и (7.2.9), можем
записать

|Dpϕ1(x)| ≤
4µ

s1(λ− 1)
, p = 1, 2, . . . , n . (7.2.10)

При l = 2, 3, . . . и p = 1, . . . , n имеем

|Dpϕl| =
∣∣∣Dp

(
ψl
∏l−1

j=1(1− ψj)
)∣∣∣ =

=
∣∣∣ψlDp

(∏l−1
j=1(1− ψj)

)
+
∏l−1

j=1(1− ψj)Dpψl

∣∣∣ =

=
∣∣∣ψl∑l−1

q=1 (Dpψq)
∏l−1

j=1
j 6=q

(1− ψj)− (Dpψl)
∏l−1

j=1(1− ψj)
∣∣∣ .

(7.2.11)

Нам потребуется следующее простое геометрическое утверждение.

Лемма 7.2.2 В условиях леммы 7.2.1 для любого 1 ≤ q ≤ N никакая
точка x ∈ Rn не может принадлежать одновременно более чем λ 2n

попарно разъединенным кубам {λQi}qi=1 со сторонами si ≥ sq.

Для доказательства достаточно заметить, что точка x может слу-
жить одновременно вершиной не более чем 2n бинарных кубов системы
{Qi}qi=1. �
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Функции

(Dpψq)
l−1∏
j=1
j 6=q

(1− ψj) (q = 1, 2, . . . , l − 1) и (Dpψl)
l−1∏
j=1

(1− ψj)

имеют носители, лежащие в λQq и λQl, соответственно. Обозначим че-
рез χk(x) (1 ≤ k ≤ l) характеристическую функцию куба λQk. В силу
(7.2.11), мы имеем

Dpϕl = −
(
ψl
∑l−1

q=1 (Dpψq)
∏l−1

j=1
j 6=q

(1− ψj)− (Dpψl)
∏l−1

j=1(1− ψj)
)

=

= −
(
ψl
∑l−1

q=1 χq(x) (Dpψq)
∏l−1

j=1
j 6=q

(1− ψj)− χl(x) (Dpψl)
∏l−1

j=1(1− ψj)
)

и, далее, пользуясь оценками (7.2.8), (7.2.9), находим

|Dpϕl| =
∣∣∣ψl∑l−1

q=1 χq(x) (Dpψq)×

×
∏l−1

j=1
j 6=q

(1− ψj)− χl(x) (Dpψl)
∏l−1

j=1(1− ψj)
∣∣∣ ≤

≤
∑l

q=1 χq(x) |Dpψq| ≤
4µ

λ− 1

l∑
q=1

χq(x)
1

sq
.

На основании леммы 7.2.2 в каждой фиксированной точке y ∈ Rn полу-
чаем

|Dpϕl(y)| ≤
2n+2λµ

λ− 1
max

{
1

s1
, . . . ,

1

sl

}
(l = 2, 3, . . .) . (7.2.12)

Объединяя (7.2.10), (7.2.12) и учитывая, что постоянная µ > 1 произ-
вольна, убеждаемся в справедливости оценки (7.2.7) с постоянной c(n, λ),
подчиненной ограничению (7.2.6). �
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7.2.2 Особенности дифференциальных форм

Пусть D ⊂ Rn – область и E ⊂ D – замкнутое относительно D множе-
ство. Рассмотрим дифференциальную форму θ, deg θ = n−1, с коэффи-
циентами класса Lploc(D\E), p ≥ 1. Для произвольного куба Q(a, r) ⊂ D
такого, что Q(a, r) ∩ E 6= ∅, полагаем

κ(Q(a, r), θ) = inf

∫
Q(a,r)\E

|θ − θ0| dx ,

где точная нижняя грань берется по всевозможным слабо замкнутым
формам θ0 ∈ Lp(Q(a, r) \ E), supp θ0 ⊂ Q(a, r) \ E.

Наш результат о почти замкнутых формах состоит в следующем.

Теорема 7.2.1 Пусть D – подобласть Rn, пусть ω – калибровочная
функция, обладающая свойством (7.2.1). Пусть E ⊂ D – замкнутое
относительно D множество.

Предположим, что θ, deg θ = n − 1, – дифференциальная форма в
D \ E, почти замкнутая в D \ E с уклонением ε1 и такая, что для
всякого бинарного куба Q(x, r) ⊂ D выполнено

κ(Q(a, r), θ) ≤ ω(r) . (7.2.13)

Тогда форма θ почти замкнута в D с уклонением

ε3 = ε1 + c(n, λ) c(λ, ω) ε2 , (7.2.14)

где
ε2 = Dh (E) и h(t) = ω(t) t−1 .

Приведем другую, более традиционную разновидность теоремы о сти-
рании особенностей дифференциальной формы.

Пусть

w ∈ Lploc(U), degw = k, 0 ≤ k ≤ n, 1 ≤ p ≤ ∞ , (7.2.15)

и
θ ∈ Lqloc(U), deg θ = n− k,

1

p
+

1

q
= 1, (7.2.16)

– слабо замкнутые диффуренциальные формы, заданные на некотором
открытом множестве U ⊂ Rn.
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Пусть k(x) – произвольная функция, обладающая свойствами (7.1.1).
Будем говорить, что пара форм (7.2.15) и (7.2.16) удовлетворяет (WT , k)
условиям на открытом множестве U ⊂ Rn, если существуют постоянные
µ1, µ2 > 0 такие, что почти всюду на U выполнено

µ1 k(x) |w|p ≤ 〈w, ∗θ〉 (7.2.17)

и
|θ| ≤ µ2 k(x) |w|p−1. (7.2.18)

Теорема 7.2.2 Пусть D – подобласть Rn и пусть E ⊂ D – замкнутое
относительно D множество (p, k)−емкости нуль, 1 ≤ p ≤ n. Пусть Z
и θ – формы в D\E степеней l−1, n−l соответственно. Предположим,
что пара w = dZ ∈ Lploc(D \ E) и θ ∈ Lqloc(D \ E), 1/p + 1/q = 1,
удовлетворяет (WT , k)-условиям на D \ E.

Если
ess sup

x∈D\E
|Z(x)| <∞ , (7.2.19)

то существуют формы Z̃, θ̃ такие, что пара w̃ = dZ̃ ∈ Lploc(D), θ̃ ∈
Lqloc(D) удовлетворяет (WT , k)-условиям в D и их сужения на D \ E
совпадают с Z, θ соответственно.

7.2.3 Доказательство теоремы 7.2.1

Пусть ϕ ∈ C∞(D), suppϕ ⊂ D. Нам необходимо доказать, что∣∣∣∣∣∣
∫
D

dϕ ∧ θ

∣∣∣∣∣∣ < ε3 . (7.2.20)

Зафиксируем постоянные λ > 1, ε1 > 0, ε2 > 0, функцию ω со свой-
ством (7.2.1) и функцию ϕ ∈ C∞(D), suppϕ ⊂ D, 0 ≤ ϕ ≤ 1.

Пусть δ′ = maxD |∇ϕ|. Так как Dh (E) = ε2 для h(t) = ω(t) t−1 и мно-
жество E ∩ suppϕ компактно, то по определению бинарной меры Dh(E)
множество E ⊂ D может быть покрыто конечной системой бинарных
кубов

{Q(xl, rl)} , rl ≤ δ < δ′ , 1 ≤ l ≤ m,
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так, что
intQ(xp, rp) ∩ intQ(xq, rq) = ∅ при всех p 6= q (7.2.21)

и
m∑
l=1

ω(rl) r
−1
l < ε2 + ε′ , (7.2.22)

где δ > 0 и ε′ > 0 – произвольные числа.
По лемме 7.2.1 найдется семейство функций ϕl ∈ C∞

0 (Rn) со свойства-
ми (7.2.5) – (7.2.7).

Положим
I[ϕ] ≡

∫
D\E

dϕ ∧ θ .

Мы имеем

I[ϕ] =

∫
D

m∑
l=1

d(ϕϕl) ∧ θ+

+

∫
D

d(ϕ (1−
m∑
l=1

ϕl)) ∧ θ =

=

∫
D

m∑
l=1

d(ϕϕl) ∧ (θ − θ0)+

+

∫
D

d(ϕ (1−
m∑
l=1

ϕl)) ∧ θ .

Здесь θ0 есть слабо замкнутая в Q(xl, rl) \ E форма, описанного выше
вида, и мы использовали тот факт, что форма d(ϕϕl) ∧ θ0 финитна в
Q(xl, rl) \ E и потому∫

Q(xl,rl)

d(ϕϕl) ∧ θ0 ∗ 11 =

∫
Q(xl,rl)

d(ϕϕl ∧ θ0) ∗ 11 = 0 .
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Однако,

suppϕ

(
1−

m∑
l=1

ϕl

)
⊂ D \ E , 0 ≤ ϕ

(
1−

m∑
l=1

ϕl

)
≤ 1 .

Форма θ почти замкнута с уклонением ε1 > 0 в D \ E. Таким образом,∣∣∣∣∣∣
∫
D

d(ϕ (1−
m∑
l=1

ϕl)) ∧ θ

∣∣∣∣∣∣ < ε1 ,

и мы получаем

| I[ϕ] | <
m∑
l=1

∣∣∣∣∣∣
∫
D

d(ϕϕl) ∧ (θ − θ0)

∣∣∣∣∣∣+ ε1 .

Отсюда,

| I[ϕ] | <
m∑
l=1

∣∣∣∣∣∣∣
∫

λQ(xl,rl)

d(ϕϕl) ∧ (θ − θ0)

∣∣∣∣∣∣∣+ ε1 . (7.2.23)

Нашей ближней целью теперь является доказательство следующего
утверждения.

Лемма 7.2.3 В предположениях теоремы 7.2.1 для произвольной функ-
ции ϕ ∈ C∞

0 (D) и всякого l = 1, . . . ,m имеет место соотношение∣∣∣∣∣∣∣
∫

λB(xl,rl)

d (ϕϕl) ∧ (θ − θ0)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c(ω, λ, ϕ)ω(rl) , (7.2.24)

где

c(ω, λ, ϕ) = c(λ, ω)

(
max
D

|∇ϕ|+ c(n, λ)
1

rl

)
– постоянная.
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Доказательство. Достаточно воспользоваться соотношением (7.2.13) и
заметить, что∣∣∣∣∣∣∣

∫
λQ(xl,rl)

d(ϕϕl) ∧ (θ − θ0)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

λQ(xl,rl)

|d(ϕϕl) ∧ (θ − θ0) | dx ≤

≤
∫

λQ(xl,rl)

|d(ϕϕl)| |θ − θ0| dx ≤

≤
∫

λQ(xl,rl)

(|ϕ| |∇ϕl|+ |∇ϕ| |ϕl|) |θ − θ0| dx ≤

≤
(

max
λQ(xl,rl)

|∇ϕl|+ max
D

|∇ϕ|
) ∫
λQ(xl,rl)

|θ − θ0| dx .

�
Не ограничивая общности можем считать форму θ0 выбранной так,

что ∫
λQ(xl,rl)

|θ − θ0| dx ≤ κ(λQ(xl, rl), θ) .

Поэтому∣∣∣∣∣∣∣
∫

λQ(xl,rl)

d(ϕϕl) ∧ (θ − θ0)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
(
maxλQ(xl,rl) |∇ϕl|+ maxD |∇ϕ|

)
ω(λrl) ≤

≤ c(ω1, λ)ω(rl)
(
maxλQ(xl,rl) |∇ϕl|+ maxD |∇ϕ|

)
≤

≤ c(ω1, λ)ω(rl)

(
maxD |∇ϕ|+ c(n, λ)

1

rl

)
= c(ω, λ, ϕ)ω(rl) .
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Чтобы завершить доказательство теоремы 7.2.1 просуммируем (7.2.24)
по всем l = 1, . . . ,m. Тогда имеем

∑m
l=1

∣∣∣∣∣∣∣
∫

λQ(xl,rl)

d(ϕϕl) ∧ θ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c(ω, λ)
m∑
l=1

ω(rl) r
−1
l (δ δ′ + c(n, λ)) .

Пользуясь (7.2.22), (7.2.23) и, полагая ε′, δ → 0, получаем

| I[ϕ] | ≤ ε1 + c(n, λ) c(λ, ω) lim
δ→0

m∑
l=1

ω(rl) r
−1
l = ε1 + c(n, λ) c(λ, ω)Dh (E) .

Данное соотношение влечет (7.2.14). �
Отметим следующий специальный случай доказанной теоремы.

Следствие 7.2.1 Пусть D – подобласть Rn, ω – калибровочная функ-
ция, обладающая свойством (7.2.1), и пусть E ⊂ D – замкнутое от-
носительно D множество. Пусть θ, deg θ = n− 1, – слабо замкнутая
в D \ E дифференциальная форма, удовлетворяющая (7.2.13).

Тогда если Hh(E) = 0 для h(t) = ω(t) t−1, то форма θ слабо замкнута
в D.

Для доказательства достаточно заметить, что предположение об об-
ращении в нуль h-меры Хаусдорфа множества E влечет равенство нулю
бинарной меры Dh(E). �

7.2.4 Доказательство теоремы 7.2.2

Пусть U ⊂ D – подобласть, содержащая E ⊂ U ⊂⊂ D. Пусть {Uk}∞k=1 –
последовательность открытых множеств, Uk ⊂ U , для которой

E ⊂ Uk, Uk ⊂ U, ∩∞k=1Uk = E.

Зафиксируем неотрицательную липшицеву функцию ψ : D → R, 0 ≤
ψ ≤ 1, с компактным носителем и такую, что ψ ≡ 1 на U . Фиксируем
k = 1, 2, . . . и липшицеву функцию ϕ : D → R, 0 ≤ ϕ ≤ 1, со свойствами:

ϕ|E = 0, suppϕ ⊂ Uk, ϕ = 1 при всех x ∈ D \ Uk.
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Форма ψpϕpZ ∧ θ имеет компактный носитель, содержащийся в D \E.
Пользуясь (2.1.18), имеем∫

D\E

d (ψpϕpZ ∧ θ) = 0.

Отсюда получаем∫
D\E

ψpϕp dZ ∧ θ + (−1)degZ+1
∫

D\E

ψpϕpZ ∧ dθ = −
∫

D\E

d (ψpϕp) ∧ Z ∧ θ.

Заметим, что
dZ ∧ θ = 〈dZ, ∗θ〉dx.

Форма θ замкнута и, тем самым, на основании (7.2.17) и (7.2.18) получаем

µ1

∫
D\E

ψpϕp µ(x) |dZ|pdx ≤
∫

D\E

ψpϕp 〈dZ, ∗θ〉dx =

= −
∫

D\E

d (ψpϕp) ∧ Z ∧ θ =

= −
∫

D\E

〈d (ψpϕp) ∧ Z, ∗θ〉 dx ≤

≤ µ2

∫
D\E

|d (ψpϕp) ∧ Z|k(x) |dZ|p−1 dx.

В соответствии с (7.2.19) существует постоянная 0 < M < ∞ такая,
что

|Z(x)| < M п.в. на D \ E.
Таким образом, мы получаем

µ1

∫
D\E

ψpϕp k(x) |dZ|pdx ≤ µ2M

∫
D\E

|d (ψpϕp) | k(x) |dZ|p−1 dx.



7.2. ПОЧТИ ЗАМКНУТЫЕ ФОРМЫ 439

Однако,

|d (ψpϕp) | ≤ pϕpψp−1|∇ψ|+ pϕp−1ψp|∇ϕ|

и

µ1

∫
D\E

ψpϕp k(x) |dZ|pdx ≤ pµ2M

∫
D\E

ϕpψp−1|∇ψ| k(x) |dZ|p−1 dx+

+pµ2M

∫
D\E

ψpϕp−1|∇ϕ| k(x) |dZ|p−1 dx. (7.2.25)

Предположим теперь, что p > 1. Воспользуемся неравенством Коши

a bp−1 ≤ εp

p
ap +

p− 1

p
εp/(1−p) bp, a, b, ε > 0 . (7.2.26)

При ε > 0 данное неравенство влечет, что∫
D\E

ϕpψp−1|∇ψ| k(x) |dZ|p−1 dx ≤ p− 1

p
εp/(1−p)

∫
D\E

ϕpψp k(x) |dZ|p dx+

+
εp

p

∫
D\E

ϕpk(x) |∇ψ|p dx ,

∫
D\E

ϕp−1ψp|∇ϕ| k(x) |dZ|p−1 dx ≤ p− 1

p
ε

p
1−p

∫
D\E

ϕpψp k(x) |dZ|p−1 dx+

+
εp

p

∫
D\E

ψpk(x) |∇ϕ|p dx.
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Соотношение (7.2.25) влечет

µ1

∫
D\E

ψpϕp k(x) |dZ|pdx ≤ C1

∫
D\E

ψpϕp k(x) |dZ|pdx+

+C2

∫
D\E

ϕpk(x) |∇ψ|p dx+ C2

∫
D\E

ψpk(x) |∇ϕ|p dx,

где
C1 = 2 (p− 1)µ2M εp/(1−p) и C2 = µ2M εp.

Выберем ε = ε0 > 0 так, чтобы C1 = 1
2µ1. Тогда имеем

1
2µ1

∫
D\E

ψpϕp k(x) |dZ|pdx ≤

≤ µ2M εp0

∫
D\E

ϕpk(x) |∇ψ|p dx+ µ2M εp0

∫
D\E

ψpk(x) |∇ϕ|p dx =

= µ2M εp0

∫
Uk\E

k(x) |∇ϕ|p dx+ µ2M εp0

∫
D\U

k(x) |∇ψ|p dx

и, в силу 0 ≤ ψ, ϕ ≤ 1,

1
2µ1

∫
U\Uk

k(x) |dZ|pdx ≤ µ2M εp0

∫
Uk\E

k(x) |∇ϕ|p dx+

+µ2M εp0

∫
D\U

k(x) |∇ψ|p dx.
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Специальные свойства ϕ и ψ влекут

1

2
µ1

∫
U\Uk

k(x) |dZ|pdx ≤ µ2M εp0 capp,k(E,D\Uk;D)+µ2M εp0 capp,k(U,D\suppψ;D).

Однако, capp,k(E,D \ Uk;D) = 0 и мы приходим к оценке

1

2
µ1

∫
U\Uk

k(x) |dZ|pdx ≤ µ2M εp0 capp,k(U,D \ suppψ;D)

и, далее, поскольку Hn(E) = 0,

1

2
µ1

∫
U

k(x) |dZ|pdx ≤ µ2M εp0 capp,k(U,D \ suppψ;D) . (7.2.27)

Предположим теперь, что p = 1. Неравенство (7.2.25) влечет

µ1

∫
D\E

ψϕk(x) |dZ| dx ≤ µ2M

∫
D\E

ϕ|∇ψ| k(x) dx+

+µ2M

∫
D\E

ψ|∇ϕ| k(x) |dZ| dx.

Как и при доказательстве (7.2.27), находим

µ1

∫
U

k(x) |dZ| dx ≤ µ2Mcap1,k(U,D;D) . (7.2.28)

По лемме 1.1.2 множество E имеет (n − 1)-мерную меру нуль. Тем
самым, коэффициенты Z могут быть продолжены до W 1,p

loc -функций в D.
Это обеспечивает справедливость оценок (7.2.27), (7.2.28) и выполнение
ACL-свойства в области D.

Таким образом, форма Z может быть продолжена до некоторой фор-
мы Z̃. Более того, ясно, что dZ̃ ∈ Lploc(D).
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В силу (7.2.18), форма θ принадлежит классу Lq(D \ E) и ее расши-
рение θ̃ обладает нужным свойством. Теорема доказана. �
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7.3 Особенности A-решений

Укажем некоторые применения полученных результатов для A-решений
с особенностями.

Теорема 7.3.1 Пусть D – подобласть Rn и пусть E ⊂ D – замкнутое
относительно D множество. Пусть f – почти-решение с уклонением
ε1 > 0 в D \ E уравнения (7.1.4), удовлетворяющего предположениям
(7.1.2), (7.1.3).

Предположим также, что для всякого бинарного куба Q(x, r) ⊂ D и
некоторой калибровочной функции Ω со свойством (7.2.1) выполнено

µ2

∫
Q(x,r)\E

k(x) |∇f(x)|p−1 dx ≤ Ω(r) . (7.3.1)

Тогда если Dh(E) = ε2 < ∞ при h(t) = Ω(t) t−1, то f является
почти-решением в D уравнения (7.1.4) с уклонением ε3, определенным
как в (7.2.14).

Доказательство. Положим

θ(x) = ∗
n∑
i=1

Ai(x,∇f) dxi .

Для произвольной функции ϕ ∈ C∞
0 (D \ E), 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, имеем

dϕ ∧ θ = 〈∇ϕ,A(x,∇f)〉 dx1 ∧ . . . ∧ dxn .

Тем самым, условие (7.1.7) влечет∣∣∣∣∣∣∣
∫

D\E

dϕ ∧ θ

∣∣∣∣∣∣∣ < ε1 ,

и форма θ почти замкнута в D \ E с уклонением ε1.
Так как

|θ(x)| = |A(x,∇f)| ,
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то предположение (7.3.1) гарантирует выполнение (7.2.13) с функцией

ω(t) =
1

µ2
Ω(t) .

На основании теоремы 7.2.1 заключаем, что f есть почти-решение в об-
ласти D с уклонением ε3. �

Следствие 7.3.1 Пусть D – подобласть Rn и пусть E ⊂ D – за-
мкнутое относительно D множество. Пусть f – обобщенное решение
в D \ E уравнения (7.1.4), удовлетворяющего предположениям (7.1.2),
(7.1.3).

Предположим также, что для всякого бинарного Q(x, r) ⊂ D и неко-
торой калибровочной функции Ω со свойством (7.2.1) выполнено

µ2

∫
Q(x,r)\E

k(x) |∇f(x)|p−1 dx ≤ Ω(r) . (7.3.2)

Тогда если Hh(E) = 0 при h(t) = Ω(t) t−1, то f является обобщенным
решением в D уравнения (7.1.4).

Некоторые весьма тонкие результаты, касающиеся проблемы устра-
нимых особенностей p-гармонических функций, анонсированы А.В. По-
кровским [225]. Относительно других специальных случаев утверждения
об устранимых особенностях решений эллиптических уравнений см. [25],
[26], [130], [192], [37], [38], [239], [238], [147], [79], [95], [190] и др. Поста-
новка задачи о решениях эллиптических уравнений с особенностями, как
почти-решениях, кажется, является новой.

7.3.1 Решения уравнения газовой динамики

Рассмотрим в качестве иллюстрирующего примера обобщенные решения
уравнения вида

n∑
i=1

∂

∂xi
(σ(q)fxi

) = 0, q = |∇f |, (7.3.3)
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где

σ(q) =

(
1− γ − 1

2
q2
)1/(γ−1)

.

При n = 2 мы имеем классическое уравнение газовой динамики. Данное
уравнение описывает потенциал скоростей плоского установившегося те-
чения идеального газа в адиабатическом режиме; γ, −∞ < γ < +∞,
— постоянная, характеризующая газ (см., например, [60, §15 главы IV]).
Для γ = 1± 0 имеем

σ(q) = exp

{
−1

2
q2
}
.

В случае n = 2 данное уравнение имеет эллиптический тип при γ ≤ 1.
Для γ > 1 оно эллиптично при q <

√
2/(γ − 1) и параболично при

q =
√

2/(γ − 1). В общем случае при n ≥ 2 мы предполагаем, что

или γ ≤ 1,

или γ > 1 и ess supD′ q(x) <
√

2/(γ − 1)

для всякой подобласти D′ ⊂⊂ D .

(7.3.4)

Если решение f фиксировано, то мы можем рассматривать σ как неко-
торую (наперед заданную) измеримую функцию переменной x. Реше-
ния уравнения (7.3.3), в котором весовая функция σ есть функция пе-
ременной x, называются σ-гармоническими функциями. Изучению та-
ких функций посвящено значительное количество работ (см., например,
[120], [149] и цитированную там литературу).

Теорема 7.3.2 Пусть D – подобласть Rn и пусть E ⊂ D – замкнутое
относительно D множество. Пусть f – почти-решение с уклонением
ε1 > 0 в D \ E уравнения (7.3.3), удовлетворяющего предположени-
ям (7.3.4).

Предположим также, что для всякого бинарного Q(x, r) ⊂ D и неко-
торой калибровочной функции Ω со свойством (7.2.1) выполнено∫

Q(x,r)\E

σ(|∇f(x)|) |∇f(x)| dx ≤ Ω(r) . (7.3.5)
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Тогда если Dh(E) = ε2 < ∞ для h(t) = Ω(t) t−1, то f является
почти-решением в D уравнения (7.3.3) с уклонением ε3, определенным
как в теореме (7.2.14).

Доказательство. Положим
µ2 k(x) = σ(|∇f(x)|) .

Предположение (7.3.4) влечет выполнение свойства (7.1.1) для весовой
функции k. Для нужного заключения достаточно заметить, что из (7.3.5)
следует (7.3.1) и воспользоваться теоремой 7.3.1. �

Следствие 7.3.2 Пусть D – подобласть Rn и пусть E ⊂ D – замкну-
тое относительно D множество. Пусть f – обобщенное решение урав-
нения (7.3.3) в D \ E, удовлетворяющего предположениям (7.3.4).

Предположим, что для всякого бинарного куба Q(x, r) ⊂ D и неко-
торой калибровочной функции Ω со свойством (7.2.1) выполнено∫

Q(x,r)\E

σ(|∇f(x)|) |∇f(x)| dx ≤ Ω(r) . (7.3.6)

Тогда если Hh(E) = 0 при h(t) = Ω(t) t−1, то f является обобщенным
решением в D уравнения (7.3.3).

Приведем емкостной вариант теоремы об устранимых особенностях.

Теорема 7.3.3 Пусть D – подобласть Rn и пусть E ⊂ D – компакт-
ное относительно D подмножество. Пусть f – ограниченное решение
уравнения (7.3.3) в D \ E, удовлетворяющее (7.3.4). Тогда если

capk,1E = 0 (7.3.7)
при

k(x) = σ(|∇f(x)|) ,
то множество E устранимо для f , т.е. существует функция f̃ ∈
W 1,1

loc (D) такая, что f̃ |D\E = f и удовлетворяет (7.3.3) в D.

Доказательство. Зафиксируем постоянную γ со свойством (7.3.4) и
решение f . Положим k(x) = σ(|∇f(x)|) в D \ E. Предположение (7.3.7)
допускает использование теоремы 7.2.2. Отсюда выводим необходимое
утверждение. �
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Следствие 7.3.3 Пусть D – подобласть Rn и пусть E ⊂ D – ком-
пактное относительно D подмножество. Пусть f – ограниченное ре-
шение уравнения (7.3.3) в D \ E, удовлетворяющее (7.3.4). Если γ ≥ 1
и Hn−1(E) = 0, то множество E устранимо для f в D.

Доказательство. Так как γ > 1, то σ(t) < 1. Тем самым, для произ-
вольной функции ϕ, допустимой в вариационной проблеме (1.1.11), мы
имеем ∫

D\E

µ(x) |∇ϕ| dx ≤
∫

D\E

|∇ϕ| dx

и для всякого конденсатора (A,B;D),

capk,1(A,B;D) ≤ cap1(A,B;D) .

Согласно лемме 1.1.2 мы вправе заключить теперь, что

capk,1E = 0 .

Тем самым, соотношение (7.3.7) выполнено и теорема 7.3.3 влечет наше
утверждение. �

7.3.2 Приложения к отображениям с ограниченным искажением

Пусть U ⊂ Rn – открытое множество. Напомним, что непрерывное отоб-
ражение F : U → Rn класса W 1,n

loc (U) является отображением с ограни-
ченным искажением, если почти всюду в U выполнено (1.1.17).

Отметим специальный случай теоремы 7.2.1.

Теорема 7.3.4 Пусть D ⊂ Rn – область, и пусть E ⊂ D – замкнутое
относительно D подмножество. Пусть F : D\E → Rn – отображение
с ограниченным искажением, имеющее непрерывное продолжение F ∗

на E.
Предположим, что для любого бинарного куба Q(x, r) ⊂ D и некото-

рой калибровочной функции ω со свойством (7.2.1) выполнено∫
Q(x,r)\E

|F ′|n−1 dx ≤ ω(r) . (7.3.8)
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Если Hh(E) = 0 при h(t) = ω(t) t−1, то E устранимо и отображение
F ∗ квазирегулярно в D.

Доказательство. Рассмотрим дифференциальную форму

θ = dF2 ∧ . . . ∧ dFn .
Мы имеем

〈dF1, ∗θ〉 = JF (x) .

Согласно теореме 2.2.5 неравенство (1.1.17) влечет, что

|θ|n/(n−1) ≤ c(n,K) |F ′|n ≤ c1(n,K) |dF1|n .
На основании теоремы 7.2.1 заключаем, что для всякой неотрицательной
функции ϕ ∈ C∞(D), suppϕ ⊂ D, справедливо соотношение∫

D

d(ϕn F1) ∧ θ = 0 .

Следовательно, ∫
D

ϕn dF1 ∧ θ = −
∫
D

F1 dϕ
n ∧ θ

и ∫
D

ϕn JF (x) dx = n

∫
D

ϕn−1 F1 dϕ ∧ θ .

Однако, согласно (1.1.17),∫
D

ϕn|F ′|ndx ≤ K

∫
D

ϕnJF (x) dx

и потому
|F1 dϕ ∧ θ| ≤ |∇ϕ| |F1| |θ| .

Отсюда получаем∫
D

ϕn|F ′|ndx ≤
∫
D

ϕn−1 |∇ϕ| |F1| |θ| dx .



7.3. ОСОБЕННОСТИ A-РЕШЕНИЙ 449

Легко видеть, что
|θ| ≤ c2(n) |F ′|n−1 .

Следовательно,∫
D

ϕn|F ′|ndx ≤ c2(n)

∫
D

ϕn−1 |∇ϕ| |F1| |F ′|n−1 dx .

На основании неравенства Гельдера можем записать∫
D

ϕn−1|∇ϕ| |F1| |F ′|n−1 dx ≤

≤

∫
D

|F1|n |∇ϕ|ndx

1/n ∫
D

ϕn|F ′|ndx

n/(n−1)

.

Отсюда выводим ∫
D

ϕn|F ′|ndx ≤ c2(n)

∫
D

|F |n |∇ϕ|ndx . (7.3.9)

Так как Hh(E) = 0, то либо |F ′| = 0 почти всюду в D, а потому
F ≡ const, либо

lim inf
t→0

ω(t)

tn+1 > 0 . (7.3.10)

Соотношение (7.3.10) влечет Hn(E) = 0. Но F ∗ ∈ C0(D) и потому
F1 принадлежит классу ACL в D. Так как ϕ произвольна, то из (7.3.9)
вытекает F ′ ∈ Lnloc(D). Тем самым, мы заключаем, что F1 ∈ W 1,n

loc (D).
Используя те же самые аргументы для каждой функции F2, . . . , Fn,

легко убедиться, что отображение F ∈ W 1,n
loc (D) и, следовательно, оно

квазирегулярно в всей области D. �

Следствие 7.3.4 Пусть D ⊂ Rn – область, пусть E ⊂ D – замкнутое
относительно D множество, и пусть F : D \E → Rn – квазирегуляр-
ное отображение.

Если F ∈ Lip(D \ E) и Hn(E) = 0, то E устранимо для F .
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Доказательство. Достаточно заметить, что предположение F ∈
Lip(D \ E) влечет

sup
x∈D\E

|F ′| <∞ .

Утверждение следует из теоремы 7.3.4 при ω(t) = t. �

Отметим другую версию теоремы об устранимых особенностях [208].
Рассмотрим случай римановых многообразий. Пусть A и B – римановы
многообразия размерностей dimA = k, dimB = n − k, 1 ≤ k ≤ n.
Декартово произведение N = A × B обладает естественной структурой
риманова многообразия. Обозначим через π : A×B → A и η : A×B → B
естественные проекции многообразия N на подмногообразия.

Если vA и vB суть формы объема на A и B соответственно, то диф-
ференциальная форма vN = π∗vA ∧ η∗vB является формой объема на
N .

Теорема 7.2.2 при k(x) ≡ 1 может быть использована для доказатель-
ства следующего признака устранимости особенностей отображения с
ограниченным искажением [208].

Теорема 7.3.1 Пусть A, B – римановы многообразия,

dimA = k , dimB = n− k , 1 ≤ k ≤ n и N = A× B .
Пусть M – n-мерное многообразие без края и пусть E ⊂ M – ком-
пактное множество n/k-емкости нуль.

Если F : M \ E → N есть отображение с ограниченным искаже-
нием, f = π ◦ F , и форма Z, dZ = f ∗vA, удовлетворяет (7.2.19), то
найдется отображение с ограниченным искажением F̃ : M→ N , для
которого F̃ |M\E = F .

Для доказательства достаточно вспомнить теорему 2.2.5 и восполь-
зоваться теоремой 7.2.2. �

Отметим специальный случай теоремы 7.3.1.

Следствие 7.3.5 Пусть D ⊂ Rn – область, 1 ≤ k ≤ n, и пусть E ⊂
D – компактное множество n/k-емкости нуль. Предположим, что
отображение с ограниченным искажением

F = (F1, . . . , Fk, Fk+1, . . . , Fn) : D \ E → Rn
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подчинено (7.2.19) для

Z(x) =
k∑
i=1

(−1)i−1ci FidF1 ∧ dF2 ∧ . . . ∧ d̃Fi ∧ . . . ∧ dFk ,

где символ d̃Fi означает, что этот сомножитель отсутствует и ci =
const,

∑k
i=1 ci = 1.

Тогда найдется отображение с ограниченным искажением F̃ : D →
Rn такое, что F̃

∣∣∣
D\E

= F .

Доказательство. Мы имеем

dZ =
∑k

i=1(−1)i−1ci dFi ∧ dF1 ∧ dF2 ∧ . . . ∧ d̃Fi ∧ . . . ∧ dFk =

= dF1 ∧ . . . ∧ dFk .

Если положить
θ = dFk+1 ∧ . . . ∧ dFn ,

то в соответствии с теоремой 2.2.5 пара форм w = dZ и θ удовлетворяет
требованиям (7.2.17) и (7.2.18) на множестве D \E. Пользуясь теоремой
7.3.1, заключаем, что формы Z и θ могут быть продолжены на всю об-
ласть D. При этом, для всякой подобласти D′, E ⊂ D′ ⊂⊂ D выполнено∫

D′\E

JF (x) dx1 . . . dxn =

∫
D′\E

dF1 ∧ . . . ∧ dFn =

=

∫
D′\E

dZ ∧ θ ≤

≤ C

∫
D′\E

|dZ| |θ| dx1 . . . dxn ≤

≤ C ‖dZ‖Lp(D′\E)‖θ‖Lq(D′\E) ,
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где C = const <∞ и p = n/k, q = n/(n− k) (см. (2.1.12)).
Отсюда нетрудно усмотреть, что вектор – функция F принадлежит

классу W 1,n
loc в D и множество E устранимо для отображения F . �

В случае k = 1 получаем известное утверждение [69].

Следствие 7.3.6 Пусть D ⊂ Rn – область, и пусть E ⊂ D – ком-
пактное множество нулевой n-емкости. Предположим, что

F = (F1, F2, . . . , Fn) : D \ E → Rn

есть отображение с ограниченным искажением, удовлетворяющее
условию

sup
x∈D\E

|F1(x)| <∞ .

Тогда существует отображение с ограниченным искажением F̃ :

D → Rn такое, что его сужение F̃
∣∣∣
D\E

= F .

При k = n имеем

Следствие 7.3.7 Пусть D ⊂ Rn – область, и пусть E ⊂ D – ком-
пактное множество нулевой (n − 1)-мерной меры Хаусдорфа. Предпо-
ложим, что

F = (F1, F2, . . . , Fn) : D \ E → Rn

есть отображение с ограниченным искажением, подчиненное условию
ess sup

x∈D\E
JF (x) <∞ .

Тогда существует отображение с ограниченным искажением f ∗ :
D → Rn, сужение которого f ∗|D\E = f .

Доказательство. Так как якобиан F ограничен и E имеет нулевую
(n− 1)-мерную меру, то квазирегулярность F влечет, что F и форма

n∑
i=1

(−1)iFi dF1 dF2 ∧ . . . d̃Fi . . . ∧ dFn

принадлежат классу L∞loc(D). Нужное утверждение вытекает из след-
ствия 7.3.5. �
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Замечание 7.3.1 Заметим, что следствие 7.3.7 имеет и несложное
альтернативное доказательство. Так как якобиан JF (x) ограничен и E
– множество (n− 1)-мерной меры нуль, то квазирегулярность F вле-
чет принадлежность производных вектор – функции F классу L∞loc(D).
Тем самым, F удовлетворяет условию Липшица в D \E. Это означа-
ет, что F может быть продолжено до липшицева отображения на
всю область D. Ясно, что результатом продолжения является отоб-
ражение с ограниченным искажением D.

Следствие 7.3.7 приводит к следующей версии хорошо известной тео-
ремы Пенлеве (см., например, [210, Матилла]).

Следствие 7.3.8 Пусть E ⊂ D ⊂ C – компактное множество нуле-
вой линейной меры. Пусть F : D \ E → C – голоморфная функция.
Множество E устранимо для F тогда и только тогда, когда

sup
z∈K\E

|F ′(z)| <∞ ,

для всякого компактного подмножества K ⊂ D.

Другие признаки устранимости особого множества для отображений с
ограниченным искажением см. И.Н. Песин [94], Вяйсяля [240, раздел 35],
В.В. Асеев, А.В. Сычев [7], [109, с. 108-113], А.П. Копылов [54], С.К. Во-
допьянов, В.М. Гольдштейн [18], Р. Кауфман и Ж.-М. Ву [187], А.П. Де-
вятков, В.И. Кругликов [27], О. Мартио, В.М. Миклюков, М. Вуоринен
[208] и др.



Глава 8

Почти квазиконформные
отображения

Доказывается, что отображения класса W 1,n
loc , почти квазиконформно

близкие к квазиизометрическим отображениям, при определенных усло-
виях сами квазиизометричны. Приводятся оценки искажения внутренне-
го расстояния при таких отображениях. Указаны применения в теории
неявных функций. Основные результаты опубликованы в [211].

8.1 Искажение евклидова расстояния

8.1.1 Квазиконформно близкие отображения

Напомним сначала некоторые понятия.
Пусть f : D ⊂ Rn → Rm – отображение класса W 1,n

loc (D). Положим

f ′(x) =



∂f1

∂x1
. . .

∂f1

∂xn

. . . . . .

∂fm
∂x1

. . .
∂fm
∂xn


454
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и, далее,

|f ′(x)| =

(
m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

(x)

)2
)1/2

, ‖f ′‖D = ess supx∈D|f ′(x)| .

Следуя Кэллендеру [129], будем говорить, что отображение f : D ⊂
Rn → Rn класса W 1,n

loc (D) является почти квазиконформным в D с
постоянной K > 0 и локально интегрируемой функцией δ(x) : D → R,
если почти всюду в области D выполнено

|f ′(x)|n ≤ K det (f ′(x)) + δ(x) . (8.1.1)

Напомним, что при δ ≡ 0 требование (8.1.1) означает, что отображе-
ние f является отображением с ограниченным искажением [99, §3 глава
I] (или, в терминологии [170, раздел 14.1] — квазирегулярным отображе-
нием).

Подчеркнем, что требование (8.1.1) не предполагает постоянства знака
якобиана det (f ′(x)). Таким образом, почти квазиконформные отображе-
ния могут менять ориентацию.

Чтобы лучше оценить объем рассматриваемого класса отображений,
имеет смысл отметить здесь следующее простое утверждение. Доказа-
тельство будет приведено ниже, в конце раздела.

Предложение 8.1.1 Пусть f : D → Rn – отображение, причем

f ∈ W 1,n
loc (D) и ‖f ′‖D ≤ q <∞ .

Тогда f почти квазиконформно с постоянной K = ε nn/2 и δ = (1+ε) qn,
где ε = const > 0 – произвольно.

Пусть f, g : D → Rn – отображения класса W 1,n
loc (D). Будем говорить,

что отображение g является почти квазиконформно близким к f в D с
постоянной K > 0 и локально интегрируемой функцией δ, если отобра-
жение ϕ = (f − g) : D → Rn почти квазиконформно с постоянной K > 0
и функцией δ, т.е. почти всюду в области D выполнено

|f ′(x)− g′(x)|n ≤ K det (f ′(x)− g′(x)) + δ(x) . (8.1.2)
Отображения f и g будем называть почти квазиконформно близкими,

если g близко к f или f близко к g.
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Если тождественно постоянное отображение g ≡ const почти квази-
конформно близко в области D ⊂ Rn с постоянной K > 0 и локально
интегрируемой функцией δ к отображению f , то f почти квазиконформ-
но с теми же постоянной K > 0 и функцией δ.

При n = 2 и K = 2, δ = 0 неравенство (8.1.2) означает, что функция
f − g является голоморфной.

8.1.2 Интегральные средние

Ниже будет показано, что стекловские средние почти квазиконформного
отображения сами являются почти квазиконформными.

Пусть D ⊂ Rn – область, n ≥ 2, и U ⊂⊂ D – непустое подмножество.
Пусть f : D → Rn – почти квазиконформное отображение.

Рассмотрим усреднение этого отображения по В.А.Стеклову. Имен-
но, для произвольного фиксированного числа h, 0 < h < dist (U, ∂D),
полагаем

fh(x) =
1

hn

h∫
0

. . .

h∫
0︸ ︷︷ ︸

n

f(x1 + y1, . . . , xn + yn) dy1 . . . dyn . (8.1.3)

где x = (x1, . . . , xn) ∈ U .

Лемма 8.1.1 При любых x ∈ U и i = 1, 2, . . . , n выполнено[
∂f

∂xi

]
h

(x) =
∂fh
∂xi

(x) (8.1.4)

и ∣∣∣∣ ∂f∂xi (x)−
[
∂f

∂xi

]
h

(x)

∣∣∣∣ ≤ (8.1.5)

≤ 1

hn

∫
Q(x,h)

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x+ y)− ∂f

∂xi
(x)

∣∣∣∣ dy1 . . . dyn ,

где Q(x, h) – куб с вершиной в точке x и ребрами длины h, направлен-
ными параллельно координатным осям в Rn.
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Доказательство. Остановимся сперва на высказывании (8.1.4). Не
умаляя общности можно считать, что i = 1. Введем обозначения

x = (x1, x
′) , x′ = (x2, . . . , xn) .

Мы имеем[
∂f

∂x1

]
h

(x) =
1

hn

h∫
0

· · ·
h∫

0︸ ︷︷ ︸
n

∂f(x1 + y1, . . . , xn + yn)

∂x1
dy1 . . . dyn =

=
1

hn

x1+h∫
x1

dt

h∫
0

· · ·
h∫

0︸ ︷︷ ︸
n−1

∂f(t, x′ + y′)

∂t
dy2 . . . dyn =

=
1

hn

h∫
0

. . .

h∫
0︸ ︷︷ ︸

n−1

[f(x1 + h, x′ + y′)− f(x1, x
′ + y′)] dy2 . . . dyn =

=
1

hn
∂

∂x1

x1+h∫
x1

dt

h∫
0

. . .

h∫
0︸ ︷︷ ︸

n−1

f(t, x′ + y′) dy2 . . . dyn =

=
1

hn
∂

∂x1

h∫
0

. . .

h∫
0︸ ︷︷ ︸

n

f(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) dy1 . . . dyn =
∂fh
∂x1

(x) .

Тем самым, равенство (8.1.4) доказано.
Доказательство (8.1.5) следует из цепочки соотношений∣∣∣∣ ∂f∂xi (x)−

[
∂f

∂xi

]
h

(x)

∣∣∣∣ =
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=
∣∣ ∂f
∂xi

(x)− 1

hn

h∫
0

· · ·
h∫

0︸ ︷︷ ︸
n

∂f(x+ y)

∂x1
dy1 . . . dyn

∣∣ ≤

≤ 1

hn

∫
Q(x,h)

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x+ y)− ∂f

∂xi
(x)

∣∣∣∣ dy1 . . . dyn ,

�

Введем обозначения

γi(h) =
1

hn

∫
Q(x,h)

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x+ y)− ∂f

∂xi
(x)

∣∣∣∣ dy1 . . . dyn (i = 1, 2, . . . , n) ,

γ(h) = (γ1(h), γ2(h), . . . , γn(h)) .

В силу (8.1.4), при всяком i = 1, . . . , n можем записать[
∂f

∂xi

]
h

(x) =
∂f

∂xi
(x) + εi(h) ,

где, в силу (8.1.5), εi(h) – некоторая вектор – функция, для которой

|εi(h)| ≤ γi(h) .

Предположим, что вектор – функция f : U → Rn осуществляет почти
квазиконформное отображение. Покажем, что сглаженное отображение
fh : U → Rn также удовлетворяет условию (8.1.1). В качестве первого
шага имеем

|(fh)′| =

(
n∑
j=1

∣∣∣∣∂fh∂xj
(x)

∣∣∣∣2
)1/2

=

(
n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂f∂xj (x) + εj(h)

∣∣∣∣2
)1/2

≤

≤

(
n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂f∂xj (x)
∣∣∣∣2
)1/2

+

(
n∑
j=1

|εj(h)|2
)1/2

.

Здесь мы воспользовались неравенством треугольника в Rn.
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Так как

(|a|+ |b|)n = |a|n +
n−1∑
k=1

(
n

k

)
|a|k |b|n−k + |b|n ,

и для произвольной постоянной s > 0 выполнено

|a|k |b|n−k ≤ k

n

|a|n

sn/k
+
n− k

n
sn/(n−k) |b|n , 1 ≤ k ≤ n,

то

|a+ b|n ≤ |a|n +
n−1∑
k=1

(
n

k

)
k

n

|a|n

sn/k
+

n−1∑
k=1

(
n

k

)
n− k

n
sn/(n−k) |b|n + |b|n =

=

(
1 +

n−1∑
k=1

(
n

k

)
k

n sn/k

)
|a|n +

(
n−1∑
k=1

(
n

k

)
n− k

n
sn/(n−k) + 1

)
|b|n .

Тем самым, мы получаем

|(fh)′|n ≤ A(s) |f ′|n +B(s)

(
n∑
j=1

|εj(h)|2
)n/2

,

или
|(fh)′|n ≤ A(s) |f ′|n +B(s) |γ(h)|n , (8.1.6)

где

A(s) = 1 +
n−1∑
k=1

(
n

k

)
k

n sn/k
, B(s) =

n−1∑
k=1

(
n

k

)
n− k

n
sn/(n−k) + 1 .

Если отображение f : U → Rn является почти квазиконформным
отображением и подчинено условию

|f ′(x)|n ≤ K det (f ′(x)) + δ(x)

с некоторой постянной K > 0 и функцией δ(x), то соотношение (8.1.6)
влечет

|(fh)′|n ≤ A(s)K det (f ′(x)) + A(s) δ(x) +B(s) |γ(h)|n . (8.1.7)
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Полагая εi = (εi1, εi2, . . . , εin), мы имеем

det (f ′(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

· · · · · · · · · · · ·

∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂fh1

∂x1
− ε11

∂fh1

∂x2
− ε21 . . .

∂fh1

∂xn
− εn1

∂fh2

∂x1
− ε12

∂fh2

∂x2
− ε22 . . .

∂fh2

∂xn
− εn2

· · · · · · · · · · · ·

∂fhn

∂x1
− ε1n

∂fhn

∂x2
− ε2n . . .

∂fhn

∂xn
− εnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂fh1

∂x1

∂fh1

∂x2
. . . ∂fh1

∂xn

∂fh2

∂x1

∂fh2

∂x2
. . . ∂fh2

∂xn

· · · · · · · · · · · ·

∂fhn

∂x1

∂fhn

∂x2
. . . ∂fhn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (8.1.8)

+(−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε11
∂fh1

∂x2
. . . ∂fh1

∂xn

ε12
∂fh2

∂x2
. . . ∂fh2

∂xn

· · · · · · · · · · · ·

ε1n
∂fhn

∂x2
. . . ∂fhn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . .+ (−1)n

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε11 ε21 . . . εn1

ε12 ε22 . . . εn2

· · · · · · · · · · · ·

ε1n ε2n . . . εnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Пользуясь неравенством Адамара, оценим определитель

I1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε11
∂fh1

∂x2
. . . ∂fh1

∂xn

ε12
∂fh2

∂x2
. . . ∂fh2

∂xn

· · · · · · · · · · · ·

ε1n
∂fhn

∂x2
. . . ∂fhn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Имеем

|I1| ≤

(
n∑
i=1

ε2
1i

)1/2 [ n∑
i=1

(
∂fhi
∂x2

)2
]1/2

× · · · ×

[
n∑
i=1

(
∂fhi
∂xn

)2
]1/2

и, далее,

|I1| ≤ γ(h)

[
n∑
i=1

(
∂fhi
∂x2

)2
]1/2

× · · · ×

[
n∑
i=1

(
∂fhi
∂xn

)2
]1/2

.

Заметим, однако, что(
k∏
i=1

|ai|

)1/k

≤ |a1|+ . . .+ |ak|
k

≤
(
|a1|2 + . . .+ |ak|2

k

)1/2

(k ≥ 1) .

Таким образом,[
n∑
i=1

(
∂fhi
∂x2

)2
]1/2

×· · ·×

[
n∑
i=1

(
∂fhi
∂xn

)2
]1/2

≤ 1

(n− 1)
n−1

2

(
n∑

i,j=1

∣∣∣∣∂fhi∂xj

∣∣∣∣2
)n−1

2

а потому

|I1| ≤
|γ(h)|

(n− 1)
n−1

2

(
n∑

i,j=1

∣∣∣∣∂fhi∂xj

∣∣∣∣2
)(n−1)/2

.
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Для произвольного фиксированного s1 > 0 находим

|I1| ≤
1

n(n− 1)
n−1

2

(
|γ(h)|
s1

)n
+

(n− 1) s
n/(n−1)
1

n(n− 1)
n−1

2

(
n∑

i,j=1

∣∣∣∣∂fhi∂xj

∣∣∣∣2
)n/2

.

(8.1.9)
Аналогично, для второго определителя в (8.1.9)

I2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε11 ε21
∂fh1

∂x3
. . . ∂fh1

∂xn

ε12 ε22
∂fh2

∂x3
. . . ∂fh2

∂xn

· · · · · · · · · · · ·

ε1n ε2n
∂fhn

∂x3
. . . ∂fhn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
имеем

|I2| ≤

(
n∑
i=1

ε2
1i

)1/2( n∑
i=1

ε2
2i

)1/2

×

×

[
n∑
i=1

(
∂fhi
∂x3

)2
]1/2

× · · · ×

[
n∑
i=1

(
∂fhi
∂xn

)2
]1/2

и

|I2| ≤ γ2(h)

[
n∑
i=1

(
∂fhi
∂x3

)2
]1/2

× · · · ×

[
n∑
i=1

(
∂fhi
∂xn

)2
]1/2

≤

≤ |γ(h)|2

(n− 2)
n−2

2

(
n∑

i,j=1

∣∣∣∣∂fhi∂xi

∣∣∣∣2
)(n−2)/2

.

Отсюда, как и выше, получаем

|I2| ≤
2|γ(h)|n

n(n− 2)
n−2

2 s
n/2
1

+
(n− 2)s

n
n−2

1

n(n− 2)
n−2

2

(
n∑

i,j=1

∣∣∣∣∂fhi∂xj

∣∣∣∣2
)n/2

. (8.1.10)
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Продолжая этот процесс, наконец, оцениваем последний определитель

In =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε11 ε21 . . . εn1

ε12 ε22 . . . εn2

· · · · · · · · · · · ·

ε1n ε2n . . . εnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Имеем
|In| ≤ |γ(h)|n . (8.1.11)

Объединяя оценки (8.1.8) – (8.1.11), получаем

det (f ′(x)) ≤ det ((fh)
′(x)) + C(s1) γ

n +D(s1)

(
n∑

i,j=1

∣∣∣∣∂fhi∂xj

∣∣∣∣2
)n/2

,

где

C(s1) =
s−n1 C1

n

n(n− 1)
n−1

2

+
2 s

−n
2

1 C2
n

n(n− 2)
n−2

2

+ . . .+
(n− 1)s

− n
n−1

1

n
+ 1

и

D(s1) =
(n− 1)s

n
n−1

1 C1
n

n(n− 1)
n−1

2

+
(n− 2)s

n
n−2

1 C2
n

n(n− 2)
n−2

2

+ . . .+
sn1
n
.

Подставляя найденную оценку в соотношение (8.1.7), приходим к нера-
венству

|(fh)′|n ≤ A(s)K det ((fh)
′(x)) + A(s) δ(x)+

+ (B(s) + A(s)K C(s1)) γ
n(h) + A(s)KD(s1)

(
n∑

i,j=1

∣∣∣∣∂fhi∂xj

∣∣∣∣2
)n/2

.

Однако,

|(fh)′|n =

(
n∑

i,j=1

∣∣∣∣∂fhi∂xj

∣∣∣∣2
)n/2
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и

(1− A(s)KD(s1)) |(fh)′|n ≤ A(s)K det ((fh)
′(x)) + A(s) δ(x)+

+ (B(s) + A(s)K C(s1)) γ
n(h) .

Выберем величины s, s1 > 0 так, чтобы

0 < A(s)KD(s1) < 1 . (8.1.12)

Это, очевидно, возможно в силу специальной структуры постоянных
A(s) и D(s1).

Тем самым, получаем

|(fh)′(x)|n ≤ K1 det ((fh)
′(x)) + δ1(x) , (8.1.13)

где

K1 =
A(s)K

1− A(s)KD(s1)
и

δ1(x) =
A(s) δ(x) + (B(s) + A(s)K C(s1)) γ

n(h)

1− A(s)KD(s1)
.

Таким образом, доказано следующее утверждение [87].

Теорема 8.1.1 Пусть D ⊂ Rn – область, n ≥ 2 и U ⊂⊂ D – непу-
стое множество. Тогда если f : D → Rn – почти квазиконформ-
ное отображение, то интегральные средние fh : U → Rn, 0 < h <
dist (U, ∂D), описываемые соотношением (8.1.3), суть почти квазикон-
формные отображения, удовлетворяющие условию (8.1.13) в предполо-
жении (8.1.12).

Отметим также следующее высказывание.

Следствие 8.1.1 Если f : Rn → Rn, n ≥ 2, – отображение с ограни-
ченным искажением, то интегральные средние fh : Rn → Rn, описыва-
емые соотношением (8.1.3), суть почти квазиконформные отображе-
ния, удовлетворяющие условию (8.1.13) с (8.1.12) и δ(x) ≡ 0.

Некоторые вопросы аппроксимации квазиконформных отображений
средними рассматривались А.П. Копыловым [52] - [55].
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Упражнение. Рассмотреть аппроксимацию почти квазиконформных
отображений f : D → Rn интегральными средними вида

fh(x) = Ch

∫
|x−ξ|≤h

R(x− ξ, h) f(ξ) dξ ,

где

R(x, h) =


exp

[
− h2

h2−|x|2

]
при |x| ≤ h ,

0 при |x| > h

и
1/Ch =

∫
|x|≤h

R(x, h) dx .

8.1.3 Теорема об искажении

Пусть D ⊂ Rn – область, a ∈ D – произвольная точка,

0 < d ≤ dist (a, ∂D)

и λ > 0 – некоторая постоянная. Будем говорить, что функция δ(x)
класса L1

loc(D) удовлетворяет (d, λ)-условию, если

1

r

∫
B(a,r)

δ(x) dHn ≤ λ

∫
S(a,r)

δ(x) dHn−1 , 0 < r < d . (8.1.14)

Основной результат главы составляет следующее утверждение.

Теорема 8.1.2 Пусть a1, a2 ∈ Rn – произвольная пара точек такая,
что d = |a2 − a1| > 0. Пусть D = B(a1, d) ∪ B(a2, d) – область в Rn и
b : D → Rn – (A′, A′′)-квазиизометрическое отображение.

Пусть f : D → Rn – непрерывное отображение класса W 1,n
loc (D), по-

чти квазиконформно близкое к b с постоянной K > 0 и функцией δ(x),
удовлетворяющей (d, λ)-условию с некоторой постоянной λ ≥ n/K в
каждой из точек ai, i = 1, 2.
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Пусть
h = h(a1, a2) ≡

≡ max
i=1,2

 n

|B(d)|

∫
B(ai,d)

|f ′(x)− b′(x)|n dHn + λ d
n−Kn

K

∫
B(ai,r)

δ+(x) dHn


1
n

,

где
|B(d)| = Hn(B(0, d)) , δ+(x) = max{0, δ(x)} ,

и пусть
ν(n,K)h(a1, a2) < A′ . (8.1.15)

Тогда f(a1) 6= f(a2) и, более того,

C ′ |a2 − a1| ≤ |f(a2)− f(a1)| ≤ C ′′ |a2 − a1| . (8.1.16)

Здесь Hk(E) – k-мерная мера Хаусдорфа множества E ⊂ Rn,

C ′ = A′ − ν(n,K)h(a1, a2) , C ′′ = A′′ + ν(n,K)h(a1, a2)

и
µn = Hn (B(ξ1, 1) ∩B(ξ2, 1)) , |ξ1 − ξ2| = 1,

ν(n,K) =
2K(nK −K + 1)ωn−1

n(n−1)/n(nK + 1)µn
, ωn−1 = Hn−1(S(0, 1)) .

Объем класса функций δ, удовлетворяющих (8.1.14) не вполне ясен.
Легко видеть, что условию (8.1.14) удовлетворяют, например, функции
δ ≡ const при λ ≥ 1/n. Пользуясь леммой 8.5.1, нетрудно также усмот-
реть, что данному условию удовлетворяют функции δ(x) = |ϕ′(x)|, где
ϕ : D → Rn – отображение с ограниченным искажением. При этом, если
коэффициент искажения ϕ равен K > 0, то можно положить λ = K/n.
Было бы желательно указать другие примеры.

8.1.4 Условие обратимости

Проблема обратимости отображения относится к числу хорошо извест-
ных проблем анализа, см. [58], [217], [185], [29, теорема 4.4.1 главы 1]



8.1. ИСКАЖЕНИЕ ЕВКЛИДОВА РАССТОЯНИЯ 467

[36], [139], [227], [209], [222], [2, глава 2], [142, раздел V.2], [244], [195,
глава 3] и др. Мы отметим здесь только один специальный случай теоре-
мы 8.1.2, касающийся проблемы глобальной обратимости отображений
класса W 1,n

loc (Rn).
Пусть f : Rn → Rn – отображение класса W 1,n

loc (Rn) и D – произ-
вольная область вида D = B(a1, r) ∪ B(a2, r). Обозначим через Bf =
Bf(D,A′, A′′, K, δ) множество всевозможных (A′, A′′)-квазиизометрий b :
D → Rn, почти квазиконформно близких к f с постоянной K > 0 и ин-
тегрируемой в D функцией δ(x), удовлетворяющей (8.1.14) с d = |a2−a1|
и λ ≥ n/K.

Определим величину

ηf(a1, a2,Bf) = inf
b

max
i=1,2

n

Hn(B(0, d))

∫
B(ai,d)

|f ′(x)− b′(x)|n dHn ,

где точная нижняя грань берется по всем квазиизометриям

b ∈ Bf(D,A′, A′′, K, δ) .
Из теоремы 8.1.2 вытекает

Следствие 8.1.2 Пусть f : Rn → Rn – непрерывное отображение
класса W 1,n

loc (Rn). Предположим, что при любых a1, a2 ∈ Rn выполне-
но

ηf(a1, a2,Bf)+λ d−n+n/K max
i=1,2

∫
B(ai,r)

δ+(x) dHn ≤ 1

νn(n,K) (A′)n
. (8.1.17)

Тогда отображение f квазиизометрично в Rn и, в частности, глобаль-
но обратимо.
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8.2 Искажение при W 1,p-близких отображениях

Пусть D ⊂ Rn – область и p ≥ 1 – некоторая постоянная. Пусть
f, g : D → Rn

– отображения классаW 1,p
loc (D). Будем говорить, что отображение g явля-

ется W 1,p-близким к f в D с неотрицательной функцией δ(x) ∈ Lploc(D),
если

|f ′(x)− g′(x)| ≤ δ(x) почти всюду в D . (8.2.1)
Имеет место

Теорема 8.2.1 Пусть a1, a2 ∈ Rn – произвольная пара точек такая,
что d = |a2 − a1| > 0. Пусть D = B(a1, d) ∪ B(a2, d) – область в Rn и
f : D → Rn – непрерывное отображение класса W 1,p

loc (D).
Предположим, что существует (A′, A′′)-квазиизометрическое отоб-

ражение b : D → Rn, являющееся W 1,p-близким к f с функцией
δ(x) > 0, удовлетворяющей условию

τ−n
∫

B(ai,τ)

δp(x) dHn ≤ r−n
∫

B(ai,r)

δp(x) dHn , 0 < τ < r < d , (8.2.2)

для любого i = 1, 2.
Пусть

h1(a1, a2) ≡ max
i=1,2

d−n ∫
B(ai,d)

δp(x) dHn


1
p

и пусть
ν1(n, p)h1(a1, a2) < A′ . (8.2.3)

Тогда f(a1) 6= f(a2) и, более того,
C ′ |a2 − a1| ≤ |f(a2)− f(a1)| ≤ C ′′ |a2 − a1| . (8.2.4)

Здесь
C ′ = A′ − ν1(n, p)h1(a1, a2) , C ′′ = A′′ + ν1(n, p)h1(a1, a2) ,

постоянные µn, ωn−1 определены выше и

ν1(n, p) = 2p
(
ωn−1/n

)(p−1)/p
np / (µn p(np+ p)) .
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Функция δ ≡ const удовлетворяет (8.2.2). Выбирая в качестве b(x)
тождественное отображение, приходим к уже известному утверждению
[244], [195].

Следствие 8.2.1 Пусть f : Rn → Rn – непрерывное отображение
класса W 1,p

loc (Rn). Предположим, что

‖f ′(x)− En‖Rn ≤ δ0 , (8.2.5)

где δ0 ≡ const и En – единичная матрица. Тогда, если

q ≡ δ0

(ωn−1

n

)1/p
< 1 , (8.2.6)

то f глобально гомеоморфно, причем

(1−q) |a2−a1| ≤ |f(a2)−f(a1)| ≤ (1+q) |a2−a1| ∀ a1, a2 ∈ Rn . (8.2.7)
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8.3 Выпуклые и квазивыпуклые области

Пусть теперь D ⊂ Rn – произвольная область. Определим внутреннее
расстояние ρD(x′, x′′) между точками x′ и x′′ в D, полагая

ρD(x′, x′′) = inf
γ

∫
γ

|dx| ,

где точная нижняя грань берется по всем спрямляемым дугам γ ⊂ D,
соединяющим точки x′ и x′′.

Определение 8.3.1 Дисторсией области D ⊂ Rn называется величи-
на

distort (D) = sup
x′, x′′∈D

x′ 6=x′′

ρD(x′′, x′)

|x′′ − x′|

(см. [161, раздел 1.14]).

Напомним, что область D называется выпуклой, если любые две ее
точки могут быть соединены отрезком, целиком лежащим в D. Условие
distort (D) <∞ влечет, что

ρD(x′′, x′) ≤ Q |x′′ − x′| , Q = distort (D) . (8.3.1)
Такие области D ⊂ Rn называются Q−квазивыпуклыми [161, с. 393],
[131].

Понятно, что всякая выпуклая область является 1-квазивыпуклой.
Имеет место утверждение.

Теорема 8.3.1 Пусть D ⊂ Rn – область и пусть f : D → Rn – отоб-
ражение класса W 1,n

loc (D). Предположим, что существует (A′, A′′)–ква-
зиизометрия b : D → Rn, почти квазиконформно близкая к f с посто-
янной K > 0 и функцией δ(x) : D → R, обладающей свойством (8.1.14)
во всякой точке a ∈ D и любых

0 < d ≤ dist (a, ∂D) , λ ≥ n

K
.

Предположим также, что для любого шара B(a, r) ⊂ D выполнено
n

|B(0, r)|

∫
B(a,r)

|f ′(x)− b′(x)|n dHn + λ r−n+ n
K

∫
B(a,r)

δ+(x) dHn ≤ q (8.3.2)
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с некоторой постоянной

q <
(A′)n

νn(n,K)
. (8.3.3)

(i) Тогда D′ = f(D) есть область и для произвольной пары точек
a′, a′′ ∈ D выполнено

(A′ − q1/n) ρD(a′, a′′) ≤ ρD′(f(a′), f(a′′)) ≤ (A′′ + q1/n) ρD(a′, a′′) . (8.3.4)

(ii) Если область D ⊂ Rn выпукла, то область D′ = f(D) квази-
выпукла с постоянной Q = A′′ + q1/n и для произвольной пары точек
a′, a′′ ∈ D справедливы оценки

(A′ − q1/n) |a′′ − a′| ≤ ρD′(f(a′′), f(a′)) ≤ (A′′ + q1/n) |a′′ − a′| . (8.3.5)

Доказательство. Докажем сначала утверждение (i). Мы будем поль-
зоваться теоремой 8.1.2. Предположение (8.3.2) влечет справедливость
оценки (8.1.15) для произвольной пары точек a1, a2 ∈ D, обладающей
свойством

|a2 − a1| < min
i=1,2

dist (ai, ∂D) . (8.3.6)

Отсюда вытекает справедливость соотношений (8.1.16) с постоянными

C ′ = A′ − q1/n , C ′′ = A′′ + q1/n .

Неравенства (8.1.16) означают, в частности, что f – локальный гомео-
морфизм, а потому D′ = f(D) – область.

Пусть a′, a′′ ∈ D – произвольная пара точек. Фиксируем произвольно
ε > 0. Выберем жорданову дугу γ ⊂ D с концами в точках a′ и a′′ так,
чтобы ∣∣H1(γ)− ρD(a′, a′′)

∣∣ < ε/2 .

Устроим разбиение дуги γ следующими одна за другой точками a′, x1,
. . ., xn, a′′ так, чтобы во-первых,∣∣H1(γ)− (|a′ − x1|+ . . .+ |xn − a′′|)

∣∣ < ε/2 ,

и во-вторых, чтобы соседние точки разбиения удовлетворяли (8.3.6).
В силу (8.1.16), имеем

|f(a′)− f(x1)|+ . . .+ |f(xn)− f(a′′)| ≤ C ′′ (|a′ − x1|+ . . .+ |xn − a′′|)
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и
|f(a′)− f(x1)|+ . . .+ |f(xn)− f(a′′)| ≤ C ′′ (ρD(a′, a′′) + ε) .

Устремляя мелкость разбиения к нулю, находим

ρD′(f(a′), f(a′′)) ≤ H1(f(γ)) ≤ C ′′ (ρD(a′, a′′) + ε)

и, учитывая произвол в выборе ε > 0, приходим к верхней оценке в
(8.3.4).

Нижняя оценка в (8.3.4) устанавливается в точности так же. Необхо-
димо лишь потребовать, чтобы разбиение дуги γ точками a′, x1, . . ., xn,
a′′ было таковым, чтобы во-первых, длина дуги f(γ) мало отличалась от
расстояния ρD′(f(a′), f(a′′)) и, во-вторых, длина ломаной с вершинами
в точках f(a′), f(x1), . . ., f(xn), f(a′′) мало отличалась от длины дуги
f(γ). В силу (8.1.16), имеем

|f(a′)− f(x1)|+ . . .+ |f(xn)− f(a′′)| ≥ C ′ (|a′ − x1|+ . . .+ |xn − a′′|) ,
откуда легко следует нужное.

Докажем утверждение (ii). Фиксируем произвольно точки a′, a′′ ∈ D
и обозначим через l(a′, a′′) прямолинейный отрезок, соединяющий a′ и
a′′. Поскольку область D выпукла, то l(a′, a′′) целиком лежит в D.

Разобьем отрезок l(a′, a′′) точками x1, x2, . . . , xn, следующими одна
за другой и такими, что каждый из отрезков

l(a′, x1) , l(x1, x2) , . . . , l(xn, a
′′)

удовлетворяет предположению (8.3.6). Тем самым, для каждого из таких
отрезков имеем двусторонние оценки (8.1.16). Мы имеем

|f(a′)− f(x1)|+ . . .+ |f(xn)− f(a′′)| ≤

≤ (A′′ + q1/n) (|a′ − x1|+ . . .+ |xn − a′′|) = (A′′ + q1/n) |a′ − a′′| .

Выбирая разбиение a′, x1, x2, . . . , xn, a
′′ отрезка l(a′, a′′) сколь угодно

мелким и замечая, что левая часть данного соотношения будет сколь
угодно близка к H1 f(l(a′, a′′)), получаем

H1 f(l(a′, a′′)) ≤ (A′′ + q1/n) |a′ − a′′| .
Отсюда,

rD′(f(a′), f(a′′)) ≤ (A′′ + q1/n) |a′ − a′′| .



8.3. ВЫПУКЛЫЕ И КВАЗИВЫПУКЛЫЕ ОБЛАСТИ 473

Тем самым, правое из соотношений (8.3.5) действительно имеет место, а
область D′ квазивыпукла с указанной в теореме постоянной Q.

С другой стороны, предположим, что γ ⊂ D′ – жорданова дуга с кон-
цевыми точками f(a′) и f(a′′), для которой∣∣H1(γ)− ρD′(f(a′), f(a′′))

∣∣ < ε/2 ,

где ε > 0 – произвольная постоянная.
Пусть Γ = f−1(γ). Выберем точки x1, . . . , xn на Γ так, чтобы расстоя-

ния |a′ − x1|, |x1 − x2|, . . ., |xn − a′′| были меньше, чем dist (Γ, ∂D) и∣∣H1(γ)− (|f(a′)− f(x1)|+ |f(x1)− f(x2)|+ . . .+ |f(xn)− f(a′′)|)
∣∣ < ε

2
.

Тогда, как и выше,

|f(a′)− f(x1)|+ . . .+ |f(xn)− f(a′′)| ≥

≥ (A′ − q1/n) (|a′ − x1|+ . . .+ |xn − a′′|) ≥ (A′ − q1/n) |a′ − a′′| .

Отсюда,
ρD′(f(a′), f(a′′)) ≥ (A′ − q1/n) (|a′ − a′′| − ε)

и, в силу произвола в выборе ε > 0,

(A′ − q1/n) |a′ − a′′| ≤ ρD′(f(a′), f(a′′)) ,

и теорема доказана. �
В точности так же, но с использованием теоремы 8.2.1, доказывается

следующее утверждение.

Теорема 8.3.2 Пусть D ⊂ Rn – область и пусть f : D → Rn – отоб-
ражение класса W 1,p

loc (D), p ≥ 1. Предположим, что найдется (A′, A′′)–
квазиизометрия b : D → Rn, являющаяся W 1,p-близкой к f с функцией
δ(x) : D → R класса Lploc(D), p ≥ 1, обладающей свойством (8.2.2) для
всякой пары шаров B(a, τ) ⊂ B(a, r) ⊂ D.

Предположим также, что для любого шара B(a, r) ⊂ D выполнено

r−n
∫

B(a,r)

δp(x) dHn ≤ q (8.3.7)
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с некоторой постоянной

q <
(A′)p

νp1(n, p)
. (8.3.8)

(i) Тогда D′ = f(D) есть область и для произвольной пары точек
a′, a′′ ∈ D выполнено

(A′ − q1/p) ρD(a′, a′′) ≤ ρD′(f(a′), f(a′′)) ≤ (A′′ + q1/p) ρD(a′, a′′) .

(ii) Если область D ⊂ Rn выпукла, то область D′ = f(D) квази-
выпукла с постоянной Q = A′′ + q1/p и для произвольной пары точек
a′, a′′ ∈ D справедливы оценки

(A′ − q1/p) |a′′ − a′| ≤ ρD′(f(a′′), f(a′)) ≤ (A′′ + q1/p) |a′′ − a′| . (8.3.9)

Следствие 8.3.1 Пусть D ⊂ Rn – область и пусть f : D → Rn

– отображение класса W 1,p
loc (D). Предположим, что отображение f

является W 1,p-близким к тождественному отображению с функци-
ей δ(x) : D → R класса Lploc(D), p ≥ 1, обладающей свойством (8.2.2)
для всякой пары шаров B(a, τ) ⊂ B(a, r) ⊂ D.

Предположим также, что для любого шара B(a, r) ⊂ D выполнено
(8.3.7) с некоторой постоянной q, подчиненной условию

q <
1

νp1(n, p)
. (8.3.10)

Тогда для произвольной пары точек a′, a′′ ∈ D выполнено

(1− q1/pν1(n, p)) ρD(a′, a′′) ≤ ρD′(f(a′), f(a′′)) ≤ (8.3.11)

≤ (1 + q1/pνp1(n, p)) ρD(a′, a′′) .

Близкие по содержанию вопросы для квазиизометрических отображе-
ний двумерных поверхностей рассматривались в [86, раздел 4.2].
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8.4 Приложения к неявным функциям

Укажем некоторые применения найденных результатов к проблеме суще-
ствования неявных функций. Мы будем следовать схеме доказательства
соответствующего утверждения в [244], где доказана некоторая его ло-
кальная версия. Другие негладкие варианты см. у Поршиу [226], Варги
[245], [141], Журавлева и Игумнова [35].

Пусть m,n ≥ 1 – целые и U ⊂ Rn, V ⊂ Rm – области. Пусть F (x, y)
– произвольная функция класса W 1,1

loc (D), где D = U × V . Если (x, y) –
точка, в которой существуют частные производные

∂F/∂xi , ∂F/∂yj (i = 1, . . . , n ; j = 1, . . . ,m) ,

то пусть F ′(x, y) – ее матрица Якоби, F ′
x(x, y) – матрица Якоби по пере-

менным x = (x1, . . . , xn) при фиксированных y = (y1, . . . , ym) и F ′
y(x, y)

– матрица Якоби относительно переменных y при фиксированных x.
Если P ⊂ D – множество и ϕ : P → Mk, k ≥ 1, – произвольная

матричная функция, то пусть
osc(ϕ, P ) = ess sup

ξ,η∈P
|ϕ(ξ)− ϕ(η)|

означает колебание (в существенном) функции ϕ на P .
Имеет место следующее утверждение.

Теорема 8.4.1 Пусть x0 ∈ U ⊂ Rn, y0 ∈ V ⊂ Rm и пусть F : D → V
– непрерывное отображение. Предположим, что выполняется одно из
следующих требований.

(i) Отображение F ∈ W 1,n
loc (D) и существует функция

δ(x, y) : D → R ,

удовлетворяющая условию (8.1.14) (с K = 1 и λ ≥ m + n) для всякого
(m+ n)-мерного шара B(a, r) ⊂ D и такая, что

|F ′
x(x, y)|2 + |F ′

y(x, y)− Em|2 ≤ δ2/(m+n)(x, y) . (8.4.1)

При этом для любого (m+ n)-мерного шара B(a, r) ⊂ D имеет место

m+ n

|B(0, r)|

∫
B(a,r)

δ(x, y) dHm+n+ (8.4.2)
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+λ r−(m+n)+(m+n)/K
∫

B(a,r)

δ(x, y) dHm+n ≤ q

с некоторой постоянной

q <
1

νm+n(m+ n,K)
. (8.4.3)

(Величина ν определена выше в теореме 8.1.2.)
(ii) Отображение F ∈ W 1,p

loc (D) и почти всюду в D справедливо нера-
венство

|F ′
x(x, y)|2 + |F ′

y(x, y)− Em|2 ≤ δ2/p(x, y)

с функцией δ(x, y) : D → R класса Lploc(D), p ≥ 1, обладающей свой-
ством (8.2.2) для любой пары (m+n)-мерных шаров B(a, τ) ⊂ B(a, r) ⊂
D. При этом, для любого (m+ n)-мерного шара B(a, r) ⊂ D выполнено

r−n
∫

B(a,r)

δp(x, y) dHm+n ≤ q (8.4.4)

с некоторой постоянной

q <
1

νp1(m+ n, p)
. (8.4.5)

(iii) Отображение F ∈ Liploc(D) и

‖F ′
y − Em‖D + osc (F ′

x, D) < 1 . (8.4.6)

Тогда существует (единственное) непрерывное отображение

G(x) : U → V , G(x0) = y0 ,

такое, что

F (x,G(x)) = F (x0, y0) при всех x ∈ U .
При этом G удовлетворяет относительно внутренних метрик ρU и
ρV условию Липшица глобально в U .
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Доказательство. Рассмотрим отображение Φ : D → Rn+m, определяе-
мое как

(x, y)
Φ→ (X, Y ) = (x1, . . . , xn, F1(x, y), . . . , Fm(x, y)) .

Изучим сначала случай (i). Матрица Якоби отображения Φ имеет вид

Φ′(x, y) =

(
En On

m
F ′
x(x, y) F ′

y(x, y)

)
,

где On
m есть нулевая n×m-матрица.

Мы имеем

Φ′(x, y)− En+m =

(
En On

m
F ′
x(x, y) F ′

y(x, y)

)
− En+m =

=

(
On
n On

m
F ′
x(x, y) F ′

y(x, y)− Em

)
.

Таким образом,

det (Φ′(x, y)− En+m) = 0 ,

|Φ′(x, y)− En+m|m+n =
(
|F ′

x(x, y)|2 + |F ′
y(x, y)− Em|2

)(m+n)/2
.

Предположение (8.4.1) влечет почти квазиконформную (с K = 1) бли-
зость отображения Φ к тождественному, и мы вправе применить теорему
8.3.1.

В силу (8.3.4), множество D′ = Φ(D) ⊂ Rm+n – область и для произ-
вольной пары точек a′, a′′ ∈ D выполнено

(1− q1/(m+n)) ρD(a′, a′′) ≤ ρD′(f(a′), f(a′′)) ≤ (1 + q1/(m+n)) ρD(a′, a′′) .

Отображение, обратное к отображению Φ(x, y) имеет вид

x = X, y = Θ(X, Y ).

Более того, отображение Φ−1 удовлетворяет условию Липшица в D′ с
постоянной

Lip
(
Φ−1, D′) ≤ 1/(1− q1/n) .
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Для функции Θ(X, Y ) имеем

Lip (Θ, D′) ≤
√

1/(1− q1/(m+n))2 − 1 .

Далее заметим, что

(X, Y ) = Φ(Φ−1(X, Y )) = (X,F (X,Θ(X, Y ))).

Данное соотношение влечет
F (X,Θ(X, Y )) = Y. (8.4.7)

Обозначим через Π компоненту связности пересечения плоскости
Y1 = F1(x0, y0), . . . , Ym = Fm(x0, y0)

с областью D′, содержащую точку (X0, Y0) = (x0, F (a)). Коразмерность
Π равна m. Пусть π – ортогональная проекция пространства Rn×Rm на
Rn. Для произвольного подмножества A ⊂ Rn × Rm выполнено

π(A) = {x ∈ Rn : (x, y) ∈ A}.
В силу определения Φ, можно записать

π(Φ(A′)) = Φ(π(A′)) ∀ A′ ⊂ D,

π(Φ−1(A′′)) = Φ−1(π(A′′)) ∀ A′′ ⊂ D′ .

Уравнение связного куска поверхности Φ−1(Π), содержащего точку
a = (x0, y0) может быть переписано в непараметрической форме. Имен-
но, пусть

(X, Y ) = (x,Θ(x, Y0)), x ∈ Φ−1(π(Φ(D))) .

Положим G(x) = Θ(x, Y0).
В силу (8.4.7), находим

F (x,G(x)) = Y0 = F (x0, y0) ,

где
G(x0) = Θ(x0, Y0) = Θ(X0, Y0) = y0 .

Единственность отображения G следует из биективности Φ(x, y). Дей-
ствительно, если (x, y1), (x, y2) ∈ D и F (x, y1) = F (x, y2), то Φ(x, y1) =
Φ(x, y2). Таким образом, y1 = y2.
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В случае (ii) отображение Φ являетсяW 1,p-близким к тождественному
отображению Em+n(x, y) : D → D и мы можем воспользоваться теоре-
мой 8.3.2. Дальнейшие рассуждения в точности те же, что и в предыду-
щем случае.

Остановимся на случае (iii). Нам необходимо доказать, что Φ(x, y)
удовлетворяет предположениям следствия 8.3.1. Рассмотрим (n + m) ×
(n+m)-матрицу

Q(x, y) =

(
En On

m
−F ′

x(x, y) Em

)
.

Легко видеть, что

‖Q(x1, y1)−Q(x2, y2)‖D ≤ ‖F ′
x(x1, y1)− F ′

x(x2, y2)‖D ≤ osc (F ′
x, D).

Таким образом, мы имеем

Q(x, y)Φ′(x, y)− En+m =

(
En On

m
Om
n F ′

y(x, y)

)
− En+m =

=

(
On
n On

m
Om
n F ′

y(x, y)− Em

)
.

Отсюда,
‖Q(x, y)Φ′(x, y)− En+m‖D = ‖F ′

y(x, y)− Em‖D. (8.4.8)

Для каждой фиксированной точки (x∗, y∗) ∈ D определяем отображе-
ние

Ψ(x, y) = Q(x∗, y∗)Φ(x, y) : D → Rn × Rm. (8.4.9)
С использованием (8.4.8) находим

||Ψ′(x, y)− En+m||D = ‖Q(x∗, y∗)Φ′(x, y)− En+m‖D =

= ‖Q(x, y)Φ′(x, y)− En+m + (Q(x∗, y∗)−Q(x, y))Φ′(x, y)‖D ≤

≤ ‖Q(x, y)Φ′(x, y)− En+m‖D+

+‖(Q(x∗, y∗)−Q(x, y)) Φ′(x, y)‖D.
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Примем во внимание, что

(Q(x∗, y∗)−Q(x, y)) Φ′(x, y) =

 On
n On

m

F ′
x(x, y)− F ′

x(x
∗, y∗) Om

m


 En On

m

F ′
x(x, y) F ′

y(x, y)



=

 On
n On

m

F ′
x(x, y)− F ′

x(x
∗, y∗) Om

m

 .

Таким образом,

‖ (Q(x∗, y∗)−Q) Φ′‖D = ‖F ′
x − F ′

x(x
∗, y∗)‖D ≤ osc (F ′

x, D) . (8.4.10)

Далее,

Ψ′(x, y)− En+m = Q∗ Φ′(x, y)− En+m =

= (Q(x∗, y∗)−Q(x, y)) Φ′(x, y)+

+Q(x, y) Φ′(x, y)− En+m .

(8.4.11)

Тем самым, на основании (8.4.8), (8.4.10) и (8.4.11) получаем

‖Ψ′(x, y)− Em+n‖D ≤ ‖Q(x, y)Φ′(x, y)− En+m‖D + ‖(Q∗ −Q)Φ′‖D ≤

≤ ‖F ′
y − Em‖D + osc (F ′

x, D) .

В силу неравенства (8.4.6) мы можем заключить, что отображение

Ψ(x, y) = Q(x∗, y∗)Φ(x, y)

гомеоморфно. На основании следствия 5.6.16 [177] из (8.4.6) выводим,
что матрица Ψ′(x, y) не вырождается. В свою очередь, сказанное влечет,
что матрицы Φ′(x, y) иQ ≡ Q(x∗, y∗) также не вырождаются. Тем самым,
отображение Φ = Q−1Ψ : D → Rn+m также гомеоморфно.
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Мы имеем
(1− µ) ρD ((x, y), (x0, y0)) ≤ ρΦ(D) (Ψ(x, y),Ψ(x0, y0)) ≤

≤ (1 + µ) ρD ((x, y), (x0, y0)) ,

где
µ = ‖F ′

y − Em‖D + osc (F ′
x, D) .

Таким образом, поскольку Ψ = QΦ, Q = Q(x∗, y∗), мы вправе написать

1− µ

|Q|
ρU ((x, y), (x0, y0)) ≤ ρV (Φ(x, y),Φ(x0, y0)) ≤

≤ (1 + µ) ρU |Q−1| ((x, y), (x0, y0)) .
(8.4.12)

Однако,(
En On

m
F ′
x(x0, y0) Em

)
=
(
En On

m
Om
n Em

)
+

(
On
n On

m
F ′
x(x0, y0) Om

m

)
и, следовательно, |Q| ≤ 1 + ‖F ′

x‖D.
В силу (8.3.11) отображение Ψ−1 удовлетворяет условию Липшица в

области Ψ(D) с постоянной

Lip
(
Ψ−1,Ψ(D)

)
≤ 1

1− µ
.

Отсюда, в силу (8.4.6), для каждой фиксированной точки (x∗, y∗) име-
ем

||Ψ′(x, y)− Em+n||D ≤ µ < 1. (8.4.13)
Дальнейшие рассуждения в точности, как в случае (i). Вместо теоремы
8.3.1 достаточно воспользоваться следствием 8.3.1. Теорема 8.4.1 доказа-
на. �
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8.5 Вспомогательные оценки

8.5.1 Оценка интеграла Дирихле

Ниже нам потребуется следующее утверждение.

Лемма 8.5.1 Пусть f : D → Rn – отображение класса W 1,n
loc (D). Тогда

для произвольной точки a ∈ D и почти всех r ∈ (0, R), R = dist (a, ∂D),
выполнено ∣∣∣∣∣∣∣

∫
B(a,r)

det f ′(x) dHn

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
r

n

∫
S(a,r)

|f ′(x)|n dHn−1 . (8.5.1)

Доказательство см. [99, лемма 1.2 глава II]. �

Пусть f : D → Rn – отображение класса W 1,n
loc (D). Для произвольных

a ∈ D и r ∈ (0, R], R = dist(a, ∂D), полагаем

I(a, r) =

∫
B(a,r)

|f ′(x)|n dHn .

Имеет место

Лемма 8.5.2 Если f : D → Rn – отображение класса W 1,n
loc (D), по-

чти квазиконформное с постоянной K > 0 и локально интегрируемой
функцией δ(x), удовлетворяющей условию (8.1.14), то величина

r−n/K I(a, r) + λ

∫
B(a,r)

δ(x) dHn

не убывает на (0, R].

Доказательство. Так как для почти всех 0 < r < R выполнено

I ′(a, r) =

∫
S(a,r)

|f ′(x)|n dHn−1 ,
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то для почти всех 0 < r < R можно записатьr−n/K I(a, r) + λ

∫
B(a,r)

δ(x) dHn


′

= − n

K
r−1−n/KI(a, r)+

+r−n/KI ′(a, r) + λ J ′(a, r) = − n

K
r−1−n/KI(a, r)+

+r−n/K
∫

S(a,r)

|f ′(x)|ndHn−1 + λ

∫
S(a,r)

δ(x)Hn−1 ,

где

J(a, r) =

∫
B(a,r)

δ(x) dHn

Соотношение (8.5.1) гарантирует, что

r

n

∫
S(a,r)

|f ′(x)|ndHn−1 ≥

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(a,r)

det (f ′(x)) dHn

∣∣∣∣∣∣∣ .
Поэтому в силу (8.1.1) находим

r

n

∫
S(a,r)

|f ′(x)|ndHn−1 ≥ 1

K

∫
B(a,r)

|f ′(x)|n dHn − 1

K

∫
B(a,r)

δ(x) dHn .

Тем самым, будем иметьr−n/K I(a, r) + λ

∫
B(a,r)

δ(x) dHn


′

≥ − n

K
r−1−n/KI(a, r)+

+
n

K
r−1−n/K

∫
B(a,r)

|f ′(x)|n dHn − n

rK

∫
B(a,r)

δ(x) dHn + λ

∫
S(a,r)

δ(x)Hn−1
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и, далее, учитывая (8.1.14), получаем(
r−n/K I(a, r) + λ J(a, r)

)′
≥ λ

∫
S(a,r)

δ(x)Hn−1 − n

rK

∫
B(a,r)

δ(x)Hn ≥ 0 .

Лемма доказана. �

8.5.2 Специальный вариант леммы Морри

Ниже мы приводим утверждение, непосредственно вытекающее из тео-
ремы 5.1.1, в которой лемма Морри формулируется для функций класса
W 1,p на римановых многообразиях.

Пусть a1, a2 ∈ Rn и d = |a2 − a1|. Пусть D = B(a1, d) ∪ B(a2, d) –
область.

Пусть Γ = Γ(a1, a2) означает семейство локально спрямляемых дуг
γ ⊂ D, соединяющих точки a1 и a2.

Лемма 8.5.3 Пусть ρ(x) ≥ 0 – произвольная функция класса Lploc(D),
p ≥ 1.

Если существуют постоянные α, c1 > 0 такие, что∫
B(ai,r)

ρp dHn ≤ c1 r
n−p+α при всех r ∈ (0, d), i = 1, 2, (8.5.2)

то
inf

γ∈Γ(a1, a2)

∫
γ

ρ dH1 ≤ c2 |a1 − a2|α/p . (8.5.3)

При этом мы можем положить

c2 = 2p
(
ωn−1/n

)(p−1)/p
(α+ np− p) c

1/p
1 / (µnα(np+ α)),

ωn−1 = Hn−1(S(0, 1)).
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8.6 Доказательства

Далее мы приводим доказательства сформулированных результатов.

8.6.1 Доказательство теоремы 8.1.2

Нашей ближайшей целью будет получение двусторонних оценок искаже-
ния при отображениях, почти квазиконформно близких к квазиизомет-
риям.

Пусть D = B(a1, d) ∪ B(a2, d), как и выше, b : D → Rn – некоторое
(A′, A′′)-квазиизометрическоое отображение и f : D → Rn – отображе-
ние класса W 1,n

loc (D), почти квазиконформно близкое к b с постоянной
K > 0 и локально интегрируемой функцией δ, удовлетворяющей пред-
положению (8.1.14).

Согласно лемме 8.5.2 для всякого 0 < r ≤ d = |a2 − a1| имеем

r−n/K I(ai, r) + λ

∫
B(ai,r)

δ(x) dHn ≤ d−n/K I(ai, d)+

+λ

∫
B(ai,d)

δ(x) dHn (i = 1, 2) .

Заметим, что∫
B(ai,d)

δ(x) dHn −
∫

B(ai,r)

δ(x) dHn ≤
∫

B(ai,d)

δ+(x) dHn ,

где обозначено
δ+(x) = max{0, δ(x)} .

Отсюда при каждом i = 1, 2 имеем

I(ai, r) ≤ rn/K

d−n/KI(ai, d) + λ

∫
B(ai,d)

δ+(x) dHn

 . (8.6.1)
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Положим
J(a, r) =

∫
B(a,r)

δ+(x) dHn (0 < r ≤ d) .

Выберем в лемме 8.5.3 функцию ρ = |f ′(x)− b′(x)| и p = n. Согласно
(8.6.1) предположение (8.5.2) имеет место с постоянными α = n/K и

c1 = d−n/K max
i=1,2

(
I(ai, d) + λdn/K J(ai, d)

)
.

Соотношение (8.5.3) влечет

inf
γ∈Γ(a1, a2)

∫
γ

|f ′(x)− b′(x)| dH1 ≤

≤ ω
−1/n
n−1 ν(n,K) max

i=1,2

(
I(ai, d) + λdn/K J(ai, d)

)1/n
.

Однако,

|(f(a2)− b(a2))− (f(a1)− b(a1))| ≤ inf
γ∈Γ(a1, a2)

∫
γ

|f ′(x)− b′(x)| dH1

и потому

|(f(a2)− f(a1))− (b(a2)− b(a1))| ≤

≤ ω
−1/n
n−1 ν(n,K) max

i=1,2

(
I(ai, d) + λdn/K J(ai, d)

)1/n
. (8.6.2)

Из соотношения (8.6.2) следует, что

|f(a2)− f(a1)| ≤ |b(a2)− b(a1)|+

+ω
−1/n
n−1 ν(n,K) max

i=1,2

(
I(ai, d) + λdn/K J(ai, d)

)1/n ≤
≤ A′′ |a2 − a1|+ ω

−1/n
n−1 ν(n,K) max

i=1,2

(
I(ai, d) + λ dn/K J(ai, d)

)1/n
.
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Поэтому

|f(a2)− f(a1)| ≤ |a2 − a1| (A′′ + ν(n,K)h(a1, a2)) . (8.6.3)

Аналогично, если отображение f близко к билипшицеву отображению
b, то

|b(a2)− b(a1)| − |(f(a2)− f(a1))− (b(a2)− b(a1))| ≤ |f(a2)− f(a1)|

и

A′ |a2 − a1| − ω
−1/n
n−1 ν(n,K) max

i=1,2

(
I(ai, d) + λ dn/K J(ai, r)

)1/n
≤

≤ |f(a2)− f(a1)| .
Тогда

(A′ − ν(n,K)h(a1, a2)) |a2 − a1| ≤ |f(a2)− f(a1)| . (8.6.4)

Таким образом, объединяя (8.6.3) и (8.6.4), приходим к теореме 8.1.2.
�

8.6.2 Доказательство следствия 8.1.2

Фиксируем произвольно пару точек a1, a2 ∈ Rn и постоянную ε > 0.
Условие (8.2.3) влечет существование (A′, A′′)-квазизометрии b : D → Rn

такой, что

h(a1, a2) ≤
A′ + ε

ν(n,K)
(i = 1, 2) .

В силу теоремы 8.1.2, это гарантирует выполнение (8.1.16) и, далее, оцен-
ки

(A′+ ε− ν(n,K)h) |a2− a1| ≤ |f(a2)− f(a1)| ≤ (A′′+ ν(n,K)h) |a2− a1| .

Произвол в выборе ε > 0 позволяет заключить о справедливости двусто-
ронних оценок (8.1.16) и о глобальной квазиизометричности отображе-
ния f : Rn → Rn. �



488 ГЛАВА 8. ПОЧТИ КВАЗИКОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

8.6.3 Доказательство предложения 8.1.1

Фиксируем произвольно постоянную ε > 0. Почти всюду в области D
мы имеем

|f ′(x)|n ≤ (1 + ε) ‖f ′‖nD − ε ‖f ′‖nD .
Согласно неревенству Адамара для определителей, выполнено

|det f ′| ≤
n∏
k=1

|∇fk| .

Применяя неравенство Коши
n∏
k=1

|ak| ≤ n−n

(
n∑
k=1

|ak|

)n

,

находим

|det f ′|2 ≤ n−n

(
n∏
k=1

|∇fk|2
)n

или,
−nn/2 det f ′(x) ≤ |f ′(x)|n ≤ ‖f ′‖n .

Отсюда получаем

|f ′(x)|n ≤ (1 + ε) ‖f ′‖nD + ε nn/2 det f ′(x) .

При K = ε nn/2 имеем δ = (1 + ε) ‖f ′‖nD ≤ (1 + ε) qn. �

8.6.4 Доказательство теоремы 8.2.1

Пусть

I(a, r) =

∫
B(a,r)

δp(x) dHn (0 < r < d) .

Тогда, в силу предположения (8.2.2), имеем

I(ai, r) ≤ rnd−nI(ai, d) (i = 1, 2) . (8.6.5)
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Выберем в лемме 8.5.3 функцию ρ = |f ′(x) − b′(x)|. Согласно (8.6.5)
предположение (8.5.2) имеет место с постоянными α = p и

c1 = d−n max
i=1,2

I(ai, d) .

Соотношение (8.5.3) влечет

inf
γ∈Γ(a1, a2)

∫
γ

|f ′(x)− b′(x)| dH1 ≤ ω
−1/p
n−1 ν1(n, p) max

i=1,2
I1/p(ai, d) .

Однако,

|(f(a2)− b(a2))− (f(a1)− b(a1))| ≤ inf
γ∈Γ(a1, a2)

∫
γ

|f ′(x)− b′(x)| dH1

и потому
|(f(a2)− f(a1))− (b(a2)− b(a1))| ≤

≤ ω
−1/p
n−1 ν(n, p) max

i=1,2
I1/p(ai, d) .

(8.6.6)

Из соотношения (8.6.6) следует, что

|f(a2)− f(a1)| ≤ |b(a2)− b(a1)|+

+ω
−1/p
n−1 ν1(n, p) max

i=1,2
I1/p(ai, d) ≤

≤ A′′ |a2 − a1|+ ω
−1/p
n−1 ν1(n, p) max

i=1,2
I1/p(ai, d) .

Поэтому

|f(a2)− f(a1)| ≤ |a2 − a1| (A′′ + ν1(n, p)h(a1, a2)) . (8.6.7)

Аналогично, если отображение f близко к билипшицеву отображению
b, то

|b(a2)− b(a1)| − |(f(a2)− f(a1))− (b(a2)− b(a1))| ≤ |f(a2)− f(a1)|



490 ГЛАВА 8. ПОЧТИ КВАЗИКОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

и
A′ |a2 − a1| − ω

−1/p
n−1 ν1(n, p) max

i=1,2
I1/p(ai, d) ≤ |f(a2)− f(a1)| .

Тогда

(A′ − ν1(n, p)h1(a1, a2)) |a2 − a1| ≤ |f(a2)− f(a1)| . (8.6.8)

Таким образом, объединяя (8.6.7) и (8.6.8), приходим к теореме 8.2.1.
�



8.7. СВЯЗЬ С ПОЧТИ-РЕШЕНИЯМИ 491

8.7 Связь с почти-решениями

Устанавливаются связи между отображениями класса W 1,n
loc , почти ква-

зиконформными в смысле Кэллендера, и почти-решениями квазилиней-
ных уравнений с частными производными эллиптического типа. Ниже
при изложении мы следуем [85].

8.7.1 Основная теорема

Пусть A(x, ξ) : D × Rn → Rn – отображение, удовлетворяющее следую-
щим предположениям:

(i) для почти всех x ∈ D отображение ξ ∈ Rn → A(x, ξ) определено и
непрерывно,

(ii) отображение x ∈ D → A(x, ξ) измеримо для всех ξ ∈ Rn;
(iii) для почти всех x ∈ D и всех ξ ∈ Rn выполняются следующие

структурные ограничения:

|A(x, ξ)|n/(n−1) ≤ µ 〈ξ, A(x, ξ)〉 , (8.7.1)
где µ > 0 – некоторая постоянная.

Пусть U – открытое множество в Rn и пусть z(x) ∈ W 1,n
loc (U) – некото-

рая функция. Будем говорить, что z(x) принадлежит классу F+(µ;U),
если найдутся постоянная µ > 0 и вектор-функция

ω(x) = (ω1(x), . . . , ωn(x)) ∈ L
n

n−1

loc (U) ,

обладающая свойствами:

α) для произвольной неотрицательной функции

ϕ ∈ W 1,n(U) , suppϕ ⊂ U ,

выполнено ∫
U

n∑
i=1

ϕ′xi
(x)ωi(x) dx ≤ 0 ; (8.7.2)

β) почти всюду на U справедливо неравенство

|ω|n/(n−1)(x) ≤ µ 〈∇z(x), ω(x)〉 . (8.7.3)
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Будем говорить, что z(x) ∈ W 1,n
loc (U) принадлежит классу F(µ;U),

если найдутся постоянная µ > 0 и вектор-функция

ω(x) = ω1(x), . . . , ωn(x) ∈ L
n

n−1

loc (U)

такие, что выполняется неравенство (8.7.3), а неравенство (8.7.2) имеет
место при любой функции ϕ ∈ W 1,n(U).

Наши дальнейшие построения будут базироваться на следующем эле-
ментарном наблюдении.

Лемма 8.7.1 Множество функций z(x) : U → R класса F(µ;U) (клас-
са F+(µ;U)) совпадает с множеством решений всевозможных урав-
нений (3.2.4) (с множеством субрешений всевозможных уравнений
(3.2.4) ).

Пусть f : D → Rn – почти квазиконформное отображение, осуществ-
ляемое вектор-функцией f = (f1, f2, . . . , fn). Введем обозначение zf(x) =
ln |f(x)| .

В качестве области определения функции zf(x) мы будем полагать
открытое множество Uf = D \ Ef , где

Ef = {x ∈ D : |f(x)| = 0} .
Основной результат здесь доставляет следующее утверждение.

Теорема 8.7.1 Пусть f : D → Rn – почти квазиконформное отоб-
ражение с постоянной K > 0 и функцией σ(x) ∈ L1(D). Предполо-
жим, что существует вектор-функция Π : Uf → Rn, Π ∈ W 1,q

loc (Uf),
q = n/(n− 1), такая, что почти всюду на Uf выполнено

|Π(x)|n/(n−1) ≤ c(n)σ(x) |f(x)|−n + c(n)K 〈Π(x),∇zf〉 . (8.7.4)

Тогда функция zf : Uf → R является почти-решением некоторого урав-
нения вида (3.2.4), удовлетворяющего предположениям (i) – (iii) с по-
стоянной µ = 21/(n−1)K c(n) и уклонением

ε =

∫
D

|div Π(x)| dx .
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Здесь
c(n) = n

3n
4(n−1) (n− 1)−n/4 .

8.7.2 Доказательство теоремы 8.7.1

Рассмотрим дифференциальную (n− 1)-форму

Ω(y, dy) = |y|−n
n∑
i=1

(−1)i+nyi dy1 ∧ . . . d̂yi . . . ∧ dyn ,

где знак ̂ над выражением означает, что оно опускается.
Легко проверяется, что данная форма замкнута. Именно, мы имеем

dΩ(y, dy) = −n
(

n∑
i=1

y2
i

)−n+2
2
(

n∑
i=1

yi dyi

)
∧

∧
(

n∑
i=1

(−1)i+nyi dy1 ∧ . . . d̂yi . . . ∧ dyn
)

+

(
n∑
i=1

y2
i

)−n
2 n∑
i=1

(−1)i+n dyi ∧ dy1 ∧ . . . ∧ d̂yi ∧ . . . ∧ dyn =

=

(
n∑
i=1

y2
i

)−n+2
2
(
−n

n∑
i=1

(−1)i+ny2
i dyi ∧ dy1 ∧ . . . ∧ d̂yi ∧ . . . ∧ dyn +

+ n(−1)n+1
(

n∑
i=1

y2
i

)
dy1 ∧ . . . ∧ dyn

)
=

=

(
n∑
i=1

y2
i

)−n+2
2
(
−n

n∑
i=1

(−1)n+1y2
i dy1 ∧ . . . ∧ dyi ∧ . . . ∧ dyn +

+ n(−1)n+1(
n∑
i=1

y2
i ) dy1 ∧ . . . ∧ dyn

)
= 0 .
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Поскольку производные функции zf имеют вид

∂

∂xk
zf =

(
n∑
i=1

f 2
i (x)

)−1 n∑
i=1

fi
∂fi
∂xk

и, согласно определению, отображение f непрерывно, то zf есть функция
класса W 1,n

loc (Uf).

Индуцированная (n− 1)-форма Ω∗ = Ω(f(x), df(x)) имеет коэффици-
енты класса Lnloc(Uf). Покажем, что Ω∗ является слабо замкнутой [155] в
том смысле, что для произвольной n-формы β с компактным носителем
supp β ⊂ Uf и коэффициентом класса W 1,n/(n−1)(Uf) выполнено (3.2.8),
т.е. ∫

Uf

〈
Ω∗, (−1)n−1 ∗−1 d∗ β

〉
dx1 ∧ . . . ∧ dxn = 0 .

Ясно, что в качестве n-форм β достаточно брать C2-формы с компакт-
ными носителями. Аппроксимируем вектор-функцию f : Uf → Rn после-
довательностью C2-гладких вектор-функций fk : Uf → Rn, сходящейся
по W 1,n-норме на подобласти U ′ с компактным замыканием U ′ ⊂ Uf ,
supp β ⊂ U ′ (см., например, [53]).

Пусть Ω∗
k = Ω(fk(x), d fk(x)). Мы имеем

∫
Uf

dΩ∗
k ∧ ∗β =

∫
Uf

d(Ω∗
k ∧ ∗β) + (−1)n

∫
Uf

θ∗k ∧ d ∗ β .

Так как форма β имеет компактный носитель, то по формуле Остроград-
ского – Гаусса первый из интегралов в правой части обращается в нуль.
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Отсюда, ∫
Uf

dΩ∗
k ∧ ∗β = (−1)n

∫
Uf

Ω∗
k ∧ ∗ ∗−1 d ∗ β =

= −
∫
Uf

Ω∗
k ∧ ∗(−1)n−1 ∗−1 d ∗ β =

= −
∫
Uf

〈Ω∗
k, (−1)n−1 ∗−1 d ∗ β〉 dx1 . . . dxn .

Так как d
(
Ω(fk, dfk)

)
=
(
dΩ
)
(fk, dfk), то замкнута и каждая из форм Ω∗

k.
Это влечет справедливость соотношения (3.2.8) при всяком k = 1, 2, . . ..
Переходя в нем к пределу при k →∞ и пользуясь сходимостью fk → f
по W 1,n-норме, заключаем о справедливости (3.2.8) для вектор-функции
f и произвольной n-формы β. Тем самым, слабая замкнутость формы
Ω∗ доказана.

Рассмотрим вектор-функцию ω = (ω1, . . . , ωn), где

ωm =
(−1)m+1

|f |n
n∑
i=1

(−1)i−1fi ∆im , m = 1, . . . , n .

Ортогональное дополнение к дифференциальной форме
∑n

m=1 ωm dxm
степени 1 имеет вид

∗
n∑

m=1

ωm dxm = |f |n−1
n∑

m=1

(−1)m−1fm df1 ∧ . . . ∧ d̂fm ∧ . . . ∧ dfm = Ω∗ .

При этом, как показано выше,

d ∗
n∑

m=1

ωm dxm = divω dx1 ∧ . . . ∧ dxn = 0 .

В соответствии с леммой 8.7.1, существует вектор-функция A такая,
что

A(x,∇zf(x)) = ω(x) + Π(x) .
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Функция zf удовлетворяет уравнению div (A(x,∇zf(x))− Π(x)) = 0.
Для произвольной неотрицательной функции ϕ с компактным носите-
лем suppϕ ⊂ D и свойствами

ϕ(x) ∈ C1(D) , 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1

выполнено∣∣∣∣∣∣∣
∫
Uf

〈A(x,∇zf),∇ϕ〉 dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Uf

〈ω,∇ϕ〉 dx+

∫
Uf

〈Π,∇ϕ〉 dx

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Uf

〈ϕ,∇Π〉 dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Uf

|div Π| dx < ε .

Таким образом, функция z = zf является почти-решением уравнения
divA(x, z) = 0.

Нам осталось доказать, что имеет место соотношение (8.7.3) и, тем
самым, (3.2.1). Заметим сначала, что

〈Ω∗,∇zf〉 = |f |−(n+2)
n∑

i,j=1
(−1)i+nfifj〈dfi, ∗(df1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . dfn)〉 =

= |f |−nJ(x, f)

и, далее,

〈A,∇zf〉 = 〈Ω∗,∇zf〉+ 〈Π,∇zf〉 =

= |f |−nJ(x, f) + 〈Π,∇zf〉 ≥

≥ 1

K
|f |−n

[ n∑
i=1

|∇fi|2
]n/2

− σ(x)

+ 〈Π,∇zf〉 .
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Тем самым, почти всюду на Uf выполняется неравенство

|f |−n
[
n∑
i=1
|∇fi|2

]n/2
+K 〈Π,∇zf〉 − σ(x)|f |−n ≤

≤ K 〈A,∇zf〉 .
(8.7.5)

Таким образом, мы имеем

|A(x,∇zf)| ≤ |Ω∗|+ |Π| .

Величина (
|Ω∗|t

2
+
|Π|t

2

)1/t

является неубывающей функцией переменной t ∈ (−∞,+∞) (см., на-
пример, [12, стр. 30]). Поэтому при любом n > 1 выполнено

|Ω|∗

2
+
|Π|
2
≤
(
|Ω∗|n/(n−1)

2
+
|Π|n/(n−1)

2

)(n−1)/n

и, следовательно,

|A(x,∇zf)|n/(n−1) ≤ 21/(n−1)
(
|Ω∗|n/(n−1) + |Π|n/(n−1)

)
. (8.7.6)

Нетрудно видеть, что

|Ω∗|n/(n−1) = Ω(f(x), df(x)) =

= |f |−n2/(n−1)

∣∣∣∣ n∑
i=1

(−1)i+nfi df1 ∧ . . . d̂fi . . . ∧ dfn
∣∣∣∣n/(n−1)

≤

≤ c(n) |f |−n
[
n∑
i=1
|∇fi|2

]n/2
,

(8.7.7)
где c(n) – некоторая постоянная, которая будет указана ниже.
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Поэтому, объединяя (8.7.5) и (8.7.6), приходим к неравенству

|A(x,∇zf)|n/(n−1) ≤ 21/(n−1)c(n) |f |−n
[
n∑
i=1
|∇fi|2

]n/2
+

+21/(n−1) |Π|n/(n−1) ≤ 21/(n−1) |Π|n/(n−1)+

+21/(n−1) c(n) (K〈A, zf〉 −K 〈Π,∇zf〉 − σ(x) |f |−n) .

Предположение (8.7.4) влечет теперь, что

|A(x,∇zf)|n/(n−1) ≤ 21/(n−1)K c(n) 〈A,∇zf〉

и требование (3.2.1) на символ A действительно выполнено.

Для доказательства теоремы нам осталось оценить постоянную c(n).
Мы имеем

Ω∗ = (Ω1, . . . ,Ωn) ,

где

Ωm =
(−1)m+1

|f |n
n∑
i=1

(−1)i−1fi ∆im

и

∆im =
∂(f1, f2, . . . , f̂i, . . . , fn)

∂(x1, x2, . . . , x̂i, . . . , xn)
.
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Поэтому

|Ω∗| ≤ |f |−n
[

n∑
i=1

(
n∑

m=1
(−1)i−1fi ∆im

)2
]1/2

≤

≤ |f |−n
[
n∑
i=1

(
n∑

m=1
|fi|2

)(
n∑

m=1
∆2
im

)]1/2

≤

≤ |f |−n
[
n

n∑
i=1

f 2
i

(
n∑

m=1
∆2
im

)]1/2

≤

≤ |f |−n
[
n

n∑
i=1

f 4
i

n∑
i=1

(
n∑

m=1
∆2
im

)2
]1/4

.

Однако, при α ≥ 2 выполняется [12, стр. 32]

(aα1 + . . .+ aαn)
1/α ≤

(
a2

1 + . . .+ a2
n

)1/2
и, следовательно,

n∑
i=1

|fi|4 ≤

(
n∑
i=1

|fi|2
)2

≤ |f |4 .

Тем самым, мы получаем

|Ω∗| ≤ n1/4|f |−n+1

 n∑
i=1

(
n∑

m=1

∆2
im

)2
1/4

. (8.7.8)

В силу неравенства Адамара для определителей и неравенства между
средним геометрическим и средним арифметическим имеем

|∆im|2 ≤
n∏

p=1
p6=i

 n∑
q=1
q 6=m

f ′2pxq

 ≤

 1

n− 1

n∑
p=1
p6=i

 n∑
q=1
q 6=m

f ′2pxq



n−1
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или,

|∆im|2 ≤ (n− 1)1−n

[
n∑
p=1

|∇fp|2
]n−1

.

Тем самым, на основании (8.7.8) находим

|Ω∗| ≤ n3/4(n− 1)(1−n)/4 |f |−n+1

[
n∑
p=1

|∇fp|2
](n−1)/2

. (8.7.9)

Неравенство (8.7.9) влечет выполнение соотношения (8.7.7) с постоян-
ной c(n). �
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différentielles, - Collection méthodes, Hermann, Paris, 1967.

[30] Ф.Р. Гантмахер, Теория матриц, М.: Наука, 1967.

[31] А.А. Гольдберг, И.В. Островский, Распределение значений меро-
морфных функций, М: Наука, 1970.

[32] В.М. Гольдштейн, Ю.Г. Решетняк, Введение в теорию функций с
обобщенными производными и квазиконформные отображения, М.:
Наука, 1983.

[33] А.А. Григорьян, Об одной лиувиллевой теореме на римановом мно-
гообразии, Усп. матем. наук, т. 37, n. 3, 1982,181-182.

[34] М. Гусман, Дифференцирование интегралов в Rn, М.: Мир, 1978.

[35] И.В. Журавлев, А.Ю. Игумнов, О неявнях функциях, Труды ка-
федры математического анализа и теории функций Волгоградско-
го государственного университета, Изд-во ВолГУ, Волгоград, 2002,
41-46.

[36] В.А. Зорич, Теорема Лаврентьева о квазиконформных отображе-
ниях пространства, Мат. сб., т. 74, n. 3, 1967, 417-432.

[37] Б.Ж. Ищанов, Об устранимых особенностях функций классов
BMO и их обобщений, Вестник Московск. университета, Сер. 1,
Матем. Мех., вып. 5, 1985, 77-80.



504

[38] Б.Ж. Ищанов, Незамкнутые особые множества для слабых реше-
ний линейных дифференциальных уравнений, Геометрические во-
просы теории функций и множеств, 1989, Калинин: Калининский
гос. университет, 41-49.

[39] И.Е. Капорин, Метод продолжения по длине дуги для нелинейных
уравнений с параметром, Численная геометрия, построение расчет-
ных сеток и высокопроизводительные вычисления, Труды Всерос-
сийской конференции ВЦ им. А.А. Дородницыеа РАН, 2006, 71-75.

[40] А.П. Кармазин, Квазиизометрии, теория предконцов и метриче-
ские структуры пространственных областей, Сургут: изд-во СурГУ,
2003.

[41] В.М. Кесельман, О римановых многообразиях p−параболического
типа, Известия вуз. Математика, n. 4, 1984, 81-83.

[42] В.М. Кесельман, Точные оценки p-емкости конденсатора на ри-
мановом многообразии, Геометрический анализ и его приложения,
Труды международной школы - конференции, г. Волгоград, 24 -
30 мая 2004, Волгоград: изд-во Волгоградского государственного
ун-та, 2005, 75-103.

[43] В.М. Кесельман, В.М. Миклюков, О поведении "в целом" неогра-
ниченных гиперповерхностей с квазиконформным гауссовым отоб-
ражением, Сиб. матем. ж., т. 25, n. 6, 1984, 195.

[44] А.А. Клячин, В.М. Миклюков, Следы функций с пространственно-
подобными графиками и задача о продолжении при ограничениях
на градиент, Мат. сб., т. 183, n. 7, 1992, 49-64.

[45] А.А. Клячин, В.М. Миклюков, Изотропные гиперповерхности и ми-
нимальные продолжения липшицевых функций, Функц. анализ и
прил., т. 39., вып. 3, 2005, 28-36.

[46] В.А. Клячин, В.М. Миклюков, Трубки и ленты в пространстве-
времени, Волгоград, изд-во ВолГУ, 2004.

[47] Ш. Кобаяси, К. Номидзу, Основы дифференциальной геометрии,
т. I, т. II, Наука, М., 1981; S. Kobayashi, K. Nomizu, Foundations of
differential geometry, v. I, v. II, Interscience, New York, 1963.

[48] А.Н. Кондрашов, О проблеме конформного типа подмногообразий
псевдоевклидова пространства, Диссертация на соискание ученой
степени кандидата физ. - матем. наук, Волгоград, Волгоградский
гос. ун-т, 2000.



505

[49] А.Н. Кондрашов, Об одном признаке параболичности римановой
метрики на плоскости, Вестник ВолГУ, сер. 1: Математика. Физика.
вып. 4, 1999, 13-19.

[50] А.Н. Кондрашов, Двумерные поверхности нулевой средней кривиз-
ны в псевдоевклидовом пространстве, В сб. Научные школы Вол-
гоградского государственного университета. Геометрический ана-
лиз и его приложенния, Волгоград: Изд-во Волгоградского госу-
дарственного университета, 1999, 244-268.

[51] А.Н. Кондрашов, Системы уравнений типа нулевой средней кри-
визны, готовится к печ.

[52] А.П. Копылов, Об аппроксимации пространственных квазикон-
формных отображений, близких к конформным, гладкими квази-
конформными отображениями, Сибирск. матем. журн., т. XIII, n. 1,
1973, 94-106.

[53] А.П. Копылов, Интегральные усреднения и квазиконформные отоб-
ражения, ДАН СССР, т. 231, n. 2, 1976, 289-291.

[54] А.П. Копылов, Об устранимости шара для пространственных отоб-
ражений, близких к конформным, Докл. АН СССР, т. 234, n. 3,
1977, 525-527.

[55] А.П. Копылов, О граничных значениях отображений, близких к
изометрическим, Сиб. мат. ж., т. XXV, 1984, 120-131.

[56] А.П. Копылов, Устойчивость в C-норме классов отображений, Но-
восибирск: Наука, 1990.

[57] С.Л. Крушкаль, Квазиконформные зеркала, Сиб. матем. ж., т. 40,
n. 4, 1999, 880-892.

[58] М.А. Лаврентьев, Об одном дифференциальном признаке гомео-
морфных отображений трехмерных областей, Докл. АН СССР,
т. 20, 1938, 241-242.

[59] М.А. Лаврентьев, Вариационный метод в краевых задачах для си-
стем уравнений эллиптического типа, М.: изд-во АН СССР, 1962.

[60] М.А. Лаврентьев, Б.В. Шабат, Проблемы гидродинамики и их ма-
тематические модели, М.: Наука, 1973.

[61] Е.М. Ландис, Уравнения второго порядка эллиптического и пара-
болического типов, Наука, М., 1971.



506

[62] Т.Г. Латфуллин, Лемма Морри в (ε, δ)-областях Джонса, Тюмен-
ский гос. ун-т, Тюмень, 1991, Деп. ВИНИТИ 14.03.91, N 1130 -B91,
12 с.

[63] В.И. Левин, О неравенствах 2. Об одном классе интегральных нера-
венств, Матем. сб., v. 4 (46), 1938, 309-324.

[64] А. Лихнерович, Теория связностей в целом и группы голономий,
М.: ИЛ, 1960.

[65] В.Г. Мазья, Пространства С.Л. Соболева, Ленинград, изд-во Ле-
нинградского ун-та, 1985.

[66] Е.В. Малинникова, Равномерная аппроксимация гармоническими
дифференциальными формами на компактных подмножествах ри-
манового многообразия, Алгебра и Анализ, т. 11, n. 4, 1999, 115–138.

[67] Е.В. Малинникова, В.П. Хавин, Равномерная аппроксимация гар-
моническими формами. Конструктивный подход, Алгебра и Ана-
лиз, т. 9, n. 6, 1997, 156–196.

[68] О. Мартио, В. Миклюков, М. Вуоринен, Принцип Фрагмена-
Линделефа для квазирегулярных отображений многообразий и изо-
периметрия, Докл. АН России, т. 347, n. 3, 1996, 303-305.

[69] В.М. Миклюков, Об устранимых особенностях квазиконформных
отображений в пространстве, Докл. Акад. Наук СССР, т. 188 n. 3,
1969, 525–527.

[70] В.М. Миклюков, О некоторых свойствах трубчатых в целом мини-
мальных поверхностей в Rn, Докл. АН СССР, т. 247, n. 3, 1979,
549-552.

[71] В.М. Миклюков, Об одном новом подходе к теореме Бернштейна и
близким вопросам уравнений типа минимальной поверхности, Ма-
тем. сб., т. 108, n. 2, 1979, 268-289.

[72] В.М. Миклюков, Об асимптотических свойствах субрешений ква-
зилинейных уравнений эллиптического типа и отображений с огра-
ниченным искажением, Матем. сб., т. 111, 1980, 42-66.

[73] В.М. Миклюков, Обобщенная теорема Вимана для пространствен-
ных отображений с ограниченным искажением, В сб. ’Материалы
первой научн. конф. Волгоградск. ун - та’, 1984, Деп. ВИНИТИ,
n. 3254-84.



507

[74] В.М. Миклюков, Минимальные ленты типа геликоида, IX-я Всесо-
юзн. геом. конферен., Кишинев, 1988, 213.

[75] В.М. Миклюков, О конформном типе концов максимальных про-
странственноподобных поверхностей с особенностями, Актуальные
вопросы комплексного анализа, Тезисы докл. школы-семинара.
Ташкент, 1989, 79.

[76] В.М. Миклюков, Асимптотические тракты субгармонических
функций на многообразии и внешнее строение минимальных по-
верхностей, Тезисы докл. Всесоюзн. конф. по геометрии и анализу,
Новосибирск, 1989, 54.

[77] В.М. Миклюков, О критических точках решений уравнений типа
максимальных поверхностей в пространстве Минковского, Теория
отображений и приближения функций, Киев: Наукова Думка, 1989,
112–125.

[78] В.М. Миклюков, Некоторые признаки параболичности и гипербо-
личности граничных множеств поверхностей, Известия АН России.
Сер. матем. т. 60, n. 4, 1996, 111-158.

[79] В.М. Миклюков, Множества особенностей решений уравнения мак-
симальных поверхностей в пространстве Минковского, Сиб. матем.
ж., т. 131, n. 6, 1992, 131-140.

[80] В.М. Миклюков, О квазиконформно плоских поверхностях в ри-
мановых многообразиях, Изв. РАН (сер. матем.), т. 67, n. 5, 2003,
83-106.

[81] В.М. Миклюков, Решения с особенностями как почти-решения,
ДАН России, т. 410, n. 6, 2006, 1-3.

[82] В.М. Миклюков, A-решения с особенностями как почти-решения,
Матем. сб., т. 197, вып. 11, 2006, стр. 31-50.

[83] В.М. Миклюков, Зоны стагнации гармонической функции на по-
верхности и предлиувиллевы теоремы, Геометрический анализ и
его приложения, Тез. докл. междунар. школы-конференции, Май
2004, Волгоград: изд-во ВолГУ, 131-132.

[84] В.М. Миклюков, Конформное отображение нерегулярной поверх-
ности и его применения, Волгоград, изд-во ВолГУ, 2005; то же на
англ. яз.: Conformal Maps of Nonsmooth Surfaces and Their Applica-
tions. Exlibris Corporation, Philadelphia, 2008, 268 pp..



508

[85] В.М. Миклюков, Почти квазиконформные отображения как почти
решения, в сб. Математический и прикладной анализ, вып. 3,
изд-во Тюменск. гос. ун-та., 2007, 59-70.

[86] В.М. Миклюков, Введение в негладкий анализ, Волгоград: изд-во
ВолГУ, 2006, 284 стр.

[87] В.М. Миклюков, Стекловские средние почти квазиконформных
отображений (готов. к печати).

[88] В.М. Миклюков, В.Г. Ткачев, О строении в целом внешне полных
минимальных поверхностей в Rn, Известия вузов, Математика, n. 7,
1987, 30–36.

[89] В.М. Миклюков, В.Г. Ткачев, Некоторые свойства трубчатых ми-
нимальных поверхностей произвольной коразмерности, Мат. сб.,
т. 180, n. 9, 1989, 1278–1295.

[90] В.Н. Монахов, Краевые задачи со свободными границами для эл-
липтических систем уравнений, Новосибирск: Наука, 1977.

[91] Р. Неванлинна, Униформизация, М.: ИЛ, 1955; R. Nevanlinna,
Uniformisierung, Berlin, 1953.

[92] И.С.С. Ниче, О новых результатах в теории минимальных по-
верхностей, сб. переводов "Математика", II, n. 3, 1967, 37 – 100;
J.C.C. Nitsche, On new results in the theory of minimal surfaces, Bull.
Amer. Math. Soc., v. 71, n. 2, 1965, 195–270.

[93] Р. Оссерман, Минимальные поверхности, Успехи мат. наук, т. 22,
вып. 4, 1967, 55–136.

[94] И.Н. Песин, Множества устранимых особенностей аналитических
функций и квазиконформные отображения, Исследования по со-
временным проблемам теории функций комплексного переменного,
М.: ФМ, 1960, 419-424.

[95] А.В. Покровский, Локальные аппроксимации решениями гипоэл-
липтических уравнений и устранимые особенности, Докл. РАН,
т. 367, n. 1, 1999, 15-17.

[96] Г. Полиа, Г. Сеге, Изопериметрические неравенства в математиче-
ской физике, М.: Физматгиз, 1962; G. Pólya, G. Szegö, Isoperimetric
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